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Technischer Bericht Nr. 190 

Uber · einige asymptotische Eigenschaften orthogonaler Trans­

formationen zur Diagonalisierung von Toeplitz-Matrizen 

Zusammenfassung: 

In der digitalen Signalverarbeitung werden orthogonale Tran~for-

. mationen auf vielen Gebieten eingesetzt wie Mustererkennung, 

Codierung und Wiener Filterung. Statt der optimalen Lo~ve-Kar­

hunen-Transformation werden oft subop_timale, d.h. nicht an die 

Prozeßstatistik ·angepaßte Transfor~ationen verwendet, _ die aber 

mit einem schnellen Algorithmus implementiert werden können. 

In dieser Arbeif ~ird der wichtige~ z.B. bei Sprach- und Bild­

signalen auftreteride - Sonderfall von Prozessen mit Toeplitz­

Kovarianzmatrix betrachtet. Es wird untersucht, ob und unter 

welchen Bedingungen . suboptimale Transformatidnen nahezu die 
. ' Eigenschafte.n einer Loeve-Karhunen-Tran_sformation erreichen, 

d.h. die Toeplitz-Matrix zumindest asymptotisch mit wachsender 

Blocklänge in eine Diagonalmatrix im Bildbereich ilberfilhr~n 

können (asymptotisch optimale Transformationen). 

Es wird gezeigt, daß alle orthogonalen Transformationen, deren 

Basisvektoren aus Abtastwerten von Sinus-Funktionen beliebiger 

Phasenlage mit über dem Intervall (O,'j{) gleichmäßig verteilten 

Eigenfrequenzen bestehen, asymptotisch optimal sind; während alle 

Transformationen, deren Basisvektoren nicht auf Abtastwerte von 

Sinus-Funktionen zurilckgefil6rtwerden können, zu der Klasse der 

nicht asymptotisch optimalen ~~ansf6rmationen.gehören. 
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1. Einleitung 

Viele in der digitalen Signalverarbeitung auftretenden Signale 

sind Vektorprozesse mit st~tistischen Abhängigkeiten der Vektor~ 

komponenten untereinander. Als Beispiel seien Kanal voco'dersignale 

oder blockweise abgetastete Sprach-, Bild- und Meßwertsignale 

genannt. Bei der Verarbeitung .solcher Prozesse werden häufig 

orthogonale Transformationen eingesetzt, um das Signal vom Ori­

ginalbereich in einen Bildbereich zu übeiführen. Anwendungsge­

biete dieses Prinzips sind: 

· ~Mustererkennung: Der zu klassifizierende Merkmalsvek tor kann 

im Bildbereich sehr oft durch nur wenige Komponenteri b~schrie­

_ben werden, wobei der Klassifizierungsfehler nur geringfügig 

zunimmt. Die Weiterverarbeitung des · Musters mit geringer Dimen­

sionalität verririgert den Rechenaufwand- beträchtlich /1/. 

*Codierung: Werden den einzelnen Vektorkomponenten im Bildbereich 

je nach ihrer Varianz Quanfisi~rer mit unterschiedlicher Bit­

zahl zugeordnet, so wird gegenüber einer PCM-Codierung bei sonst 

gleicher mitflerer Ubertragungsrate eine geringere Codierver­

zerrung erreicht /2,3/. 

*Wiener Filterung: Bei geeigneter ·Transformation sind die Kom­

ponenten des Signalvektors im Bildbereich exakt oder n~herungs­

weise unkorreliert. Die Weiterverarbeitung im Bildbereich kann 

dann skalar mit geringem Rechenaufwand erfolgen (d.h. jede Kom­

ponente wird unabhängig von . den anderen verarbeitet), wobei der 

Schätzfehler gegenüber einer vektoriellen Weiterverarbeitung 

nicht bzw. nur geringfügig zunimmt /4/. 

Die für.ein bestimmtes Kriterium (z.B. kleinster mittlerer qua­

dratischer. Fehler) optimale Transformation ist in der · Regel von 

der Statistik des zu verarbeite-nden Prozesses abhängig; sie ist 

unter dem Namen· Loeve-Karhunen-Transf~rmation · bekannt und . über­

führt die Kovarianzmatrix des Prozesses in eine Diagonalmatrix 

im Bildbereich. Ihr Nachteil ist der hohe Rechenaufwand zur Durch- . 

flihrung der Transformation. Daher werden häufig Transformationen 

eingesetzt, zu deren Durchführung ein schneller Algorithmus exis­

tiert, wobei in Kauf genommen wird, : daß wegen der nicht optimalen 

Anpassung der Transformation an ·die Signalstatistik ein größerer 

Verarbeitungsfehler auftritt bzw. die Kovarianzmatrix im Bild-

.i bereich keine Diagonalmatrix mehr ist -(Suboptimale Transforma­

tionen). 
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In dieser Arbeit wird ein wichtigei; Sonderfall von Vektorprozessen 

betrachtet, der dann vorliegt, wenn die Kovarianzmatrix des Pro­

zesses durch eine Toeplitz-Matrix,/5/ (streifensymmetrische Struk­

t;ur) beschrieben werden kann. Dies ist z.B. der Fall bei block­

weiser Abtastung eines Sprachsignais oder der Ze~le eines Bild­

sign~ls. Zur Verarbeitung von Toeplitz-Matrizen werden ~ine Reihe 

von suboptimalen Transformationen untersucht. Von besonderem 

Interesse ist dabei das asymptotische Verhalten der .Transforma­

tionen mit wachsender Blocklähge .. Einige in jüngster Zeit er-

schienene Veröffentlichungen zu diesem Gebiet /6,7/ lassen eine 

Reihe von wichtigen Fragen noch offen. In dem vorliegenden Bericht 

·. werden bekannte Ergebnisse mit neuen Ergebnissen in Beziehung 

gesetzt, die theoretischen zusammenhänge werden angegeben und 

Aussagen liber den praktischen Einsatz verschiedener Transforma­

tionen gemacht. 

2~ Eigenvektoren und Eigenwerte von Toeplitz-Matrizen 

· · Dieser Abschnitt enthält wichtige Definitionen und Aussagen zu 

den Eigenvektoren und Eigenwertverteilungen der Kovarianzmatrizen 

spezieller Prozesse. Diese Ergebnisse können später verwendet 

werden, um abzuschätzen, welche suboptimalen Transformationen 

flir bestimmte Prozeßklassen besonders geeignet sind. 

2.1 Prozesse mit Toeplitz-Matrix als Kovarianzmatrix 

Es liege ein reellwertiger stationärer stochastischer Prozeß {xn} 

mit dem Mittelwert Null vor, .der z •. B. aus dery. Abtastwerten eines 

Sprach- oder Bildsignals entsteht . . Sein Leistungsdichtespektrum 

(LDS) mit der normierten Frequenz D. sei 

, !l= -'il', ... ,?r (2.1.1) 

wobei n = ff der halben Abtas t:EreqJenz entspricht. 

Seirie Autokorrelationsfunktion (AKF) 

(2.1.2) 

wira aus dem LDS durch die inve~se Fourier-Transformatiqn 



R(1) = 

3 

'ir .. 

.f S (ejfl) ejl,0 d!2 
-fl' 

. ~estimrnt, so daß auch gilt: . 

+oo 

L 
k=-CO 

R(l) -jlil 
e 

(2.1.3) 

(2.1.4) 

Aus der Abtastfolge wird ein Datenblock bzw. Datenvektor der 

Länge N gebildet: 

Die Kovarianzmatrix R des Prozesses f _x J ist dann 
-XX 

wobei die Matrixele~ente (R )k~ . .. die Bedingung -xx n . 

erfüllen. Die Matrix 

R = -xx 

R(O) R(1) 

R(1) R(O) 

.. 

k,n=1, ... ,N 

R(N-l) 

. R(N-2) 

R(N-1) R(N-2) ••• R(O) 

(2.1.5) 

(2.1.6) 

(2.1.7) 

(2.1.8) 

gehört zu der allgemeinen Klasse von Toeplitz-Matrizen, ·die durch 

ihre ~truktur gekennzeichnet sind. Sie weisen auf der Hauptdia­

gonalen und Parallelen dazu jeweils nur gleich große Elemente auf 

(nicht notwendig symmetrische Matrizen!) und wurden erstmals 1911 

· ·. von o. Toepli tz näher untersucht / 8/. 

: Wir . wollen im folgenden jedoch - wi~ in einem breiten Teil der 

Literatur üblich - mit dem Begriff Toeplitz-Matrixstets eine 

Kovarianzmatrix eines stationären Prozesses mit der symmetrischen 

· Struktur gemäß Gl. 2. 1. 8 verbinden. Außerdem soll für die weiteren 

Betrachtungen vorausgesetzt werden, daß die AKF R(·) nicht nur 

quadratisch, sondern auch absolut summierbar ist, d.h. 
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~(X): IR ( 1) 1 < L < CX) • • (2.1.9) 

l=-CO 

Diese Eigenschaft wird von fast allen für die Praxis interessan­

ten Prozessen erfüllt, z.B. von allen Prozessen, die durch ein 

Modell mit endlich viel~n Polen und Nullstellen b~schrieberi wer~ 

den können. Für derartige Prozesse klingt die AKF sogar exponen­

tiell ab. 

2.2 Transformation in den Bildbereich 

Es stehe eine lineare orthogonale . Transformation A (Elemente 

ak ; . n k;n = 1, ••• ,N) zur yerfügung, wobei der k-te Basisvektor 

der Transformation, 

; k=1, •.. ,N 

durch die k-te Zeile von~ gebildet wird. 

De.r Vektor x wird durch die Abbildung 

y = A X 

.bzw. 

k=1, ••• ,N 

in den Bildbereich überführt mit den Komponenten 

Die Matrix A sei ferner orthonormal, so daß 

Für die Kovarianzmatrix im Bildb~r~ich 1 

R = E [y YT ] -yy 

gilt mit Gl. 2.2.2 und 2.2.5 

R =AR AT 
~yy -XX 

' nie Varianzen de~ Spektralkoeffizienten Yki 

(2.2.1) 

(2.2.2) 

(2.2.3) 

(2.2.4) 

(2.2.5) 

( 2 • 2 • 6 ) 

(2.2. 7) ' 
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denen _später noch besondere Bedeutung zukommen wird, sind als 

Elemente der Hauptdiagonalen von R durch Gl. 2.2 • .7 festgelegt. -yy 

2.3 Die Loeve-Karhunen~Transformation 

Für die drei in der Einleitung angegebenen Anwendungen (Muster- · 

erkennung, Codierung, Wiener Filterung) kann geieigt werde~, daß 

bei dem Kriterium des kleinsten mittleren quadratischen Fehlers 

d_ie optimale Transformation ~ durch die Loeve-Karhunen-Transfor­

mation (LKT) gebildet wird. Bei dieser Transformation sind .die 

Basisvektoren ~kT die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix R ; sie 
--------------------XX-

sind im allgemeinen von dem zu verarbeitenden . Prozeß abhängig. 

-- Die Kovarianzmatrix im Bildbereich ist dann eine Diagonalmatrix 

' R = -yy (2.3.1) 

Die Werte Ak sind die Eigenwerte der Kovarianzmatr~x Bxx. Das 

bedeutet, daß die Varianzen 6~ der Spektralkoeffizienten yk mit 

den E,igenwerten ).k identisch sii;id. 

2.4 Asymptotische Eigenwertverteilung von Toeplitz-Matrizen 

Für alle drei in der Einleitung angegebenen Anwendungen werden 

sowohl die Güte des Verfahrens ~ls auch die Systemparameter 

ausschließlich durch die Varianzen 6~ (k=1, ..• ,N) der Spek~ral­

koeffizienten festgelegt, so daß diese Werte für den Entwurf und 

_die Beurteilung eines Verfahrens von großer Bedeutung sind. 

Leider gibt es bei beliebiger Transformation A kaum eine expli­

zite Lösung zur Bestimmung der Größen 6~. Is; ~ die Loeve~Kar­

hunen-Transformation - und sind damit die Varianzen 6~ die Eigen­

werte von Rxx - so kann zum,indes t eine Grenzaussage für die 

Eigenwertverteilung angegeben werden. Dieser Satz geht auf G. 
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Szegö zurbck und sagt aus• daß die Eigenwerte~,, ... , ~N · 

asymptotisch genau so verteilt sind wie die Werte des Leistungs­

dichtespektrums S(e~Q) bei N äquidistant verteilten Frequenzen 

im Inter~all (O,R), d.h. wie. die Werte 

n = ~1r . 
k N ' k=1, ••• ,N. (2.4.1) 

Das bedeutet, bei hohen BlC?cklängen N können die Ei°genwerte i\k 

durch die Sample-Werte S(eJnk) des Leistung~aichtespektrums 

("Sample-LDS") mit asymptotisch geringer werdendem Fehler ersetit 

werden .. 

Szegös Theorem lautet exakt /9/: 
Es .sei F (·) eine beliebige stetige . Funktion, . definiert auf dem 

Intervall_ [ min { s (ejn) }, max { s ( ej.Q) } ] mit .n. =O ••• TI • 

Dann gilt: 

lim 
N-+-01 

N 

'jf 

1 J ·.o = 'Jr · F [ S (eJ ) ] d.(l (2.4.2) 

0 

Daß die zuvor angegebene Interpretation in Gl. 2.4.2 enthalten 

ist wird d_eutlich, wenn man in der linken Seite von Gl. 2. 4. 2 die 
. ·n 

Eigenwerte A. k · durch die Sample-Werte des LDS S (eJ I<) ersetzt. 

Dann steht auf der linken Seite von Gl. 2.4.2 gerade die Rie­

mannsche Summe für das rechts angegebene Integral. 

Das Theorem nach Gl. 2.4.2 ist eine recht wichtige und interessan­

te Aussage: Die Kovarianzmatrix R kann Über Gl. 2.1.3 aus dem , -xx 
LDS definiert werden. Die Eigenwerte von R führen dann asymp­-xx ,, ., 
totisch auf das erzeugende LOS zurück. 

Die Gl. 2.4.2 ist ein wichtiger Schritt für viele· Betrachtungen 

wie Berechnung der Redundanz eines Prozesses, BestimmUng der Rate­

Distortion-Funktion oder hier Berechnung der .Güte eines Transfor­

mationsv~rfahrens für·den Grenzfall großer Blocklängen, da die 

schwer zu bestimmenden Eigenwerte einfach durch das LDS ersetzt 

werden können. 

Bei Bndlicher Blocklänge N lassen sich zumindest Schranken für 

~ie Eigenwerte Ak angeben /5/ : 

• l . 



·n . 
.:> min f S(eJ )J -

.C'l=O ... >T . 

).k < ma'x 
. n=o ... rr 

Vk 

.. 
' 

(2 '.4.3) ' 

(2.4.4) 

Das bedeutet, die Eigenwerte bewegen sich in ihrer Größe zwischen 
. ' 

den Extrema des LDS und können daher stets in der Form 

j.O . 
A. = s (e 1

) 
1 

angegeben werden. 

0 $ .n. ::5 1r , V i 
1 

2. 5 Eigenwerte und Eigenvektoren bei speziellen Proze$SE;m 

(2.4.5) 

Außer dem Theorem von Szegö können i.a. für einen beliebigen 

Prozeß keine näheren Angaben über die Eigenwerte bzw. Eigen­

vektoren von R getroffen werd~n. In den nächsten beiden Ab--xx . .· · . 
schnitten werden zwei Sonderfälle behandelt, die ztimindest teil-

weise einer analytischen Lösung zugänglich sind. 
I • 

2. 5 •. 1 Moving-Average-Prozeß l.Ordnung (MA-1-Prozeß) 

Ein Moving-Average-Prozeß { .x J ("Gleitendes Mittel") der Ordnung n . 
· M kann durch die Differenzengleichung 

M 

L h. c . . 
1 n-1 

(2.5.1) 

i=1 
-

beschrieben werden. {€} ist eine unko~relierte Zahlenfoige, deren 

Varianz aµs Normierung~grilnden so gewählt werde, daß R(O)~E[x~]=1 

gilt. Für M=1 erhält man eine · tridiagonale Kovarianzma.trix 

1 r 0 0 

r 1 r 0 
R = , -xx 0 r 1 ... 0 

(2.5 . 2) 

0 0 0 1 

wobei 
. 

R (1) mit lrl < 1. r = 2 
(2.5.3) 
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Das Leistungsdichtespektrum ist nach GL 2. 1. 4 sofort durch 

. n 
S(~J ) = 1 _+ 2r cosn 

1 gegeben. 

(2.5.4) 

Gesucht sind die Eigenwerte >t 1 , •.• , Ak, ... ,AN und die dazu-
(1) (k) (NJ gehörigen Eigenvektoren~ , ... ,~ , ... ,~ von R- , wobei -xx 

der k-te Eigenvektor durch 

( k ) _ ( k ) ( k ) .( k ) ) T 
u - ( u 1 , . . . , un , . . . , l\i (2.5.'5) 

beschri~ben wird. 

Die Eigenwertgleichung 

. Rxx u = A li (2.5.6) 

führt mit Gl. 2 : 5.2 auf ein System von N homogenen linearen 

Differenzengleichungen, die bis auf die erste und letzte Gleichung 

alle die Form 

; 2 S n ~ N-1 

aufweisen. Eine solche Differenzengleichung kann durch den 

Potenzansatz /10/ 

, n 
u = z n 

(2.5.7) 

(2.5.8) 

gelöst werden, wobei man mit Gl. 2.5.7 die charakteristische 

Gleichung 

z 2 + 1~A z + 1 = o 
r (2.5.9) 

erhält. Da die Eigenwerte A nicht außerhalb der Extremwerte von 
·n 

S(eJ ) liegen können (Gl. 2.4.3, 2.4.4), ist mit Gl. 2.5.4 die 

Substitution 

;\ = 1 + 2r cos!l (2.5.10) 

zulässig. Damit erhält man für die Nullstellen der charakteristi­

schen Gleichung 
+ ·n. - J . 

z = e (2.5.11) 



und für ·u . n 
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· u = A cos.nn + B sinfin n (2.5.12) 

1 

Die Konstanten A,B · und di~ Eigenwerte~ bzw. die über Gl. 2.5.10 

zugeordneten . Eigenfrequenzen .n.. werden durch zwei Randbedingungen 

festgelegt, da die erste und letzte Differenzengleichung in Gl. 

2.5.6 nicht die Form nach Gl. · 2.5.7 aufweisen. 

Die erste Randbedingung (1. Gleichung im System Gl. 2.5.6) 

führt nach kurzer .Rechnung auf· 

u = B sin.Q n n 

wobei die Amplitude B beliebig• ist. 

( 2. 5 . 1. 3) 

(2.5.14) 

Die zweite Randbedingung ' (N-te Gleichung im System Gl. 2.5.6) 

(2".5.15) 

führt auf 

r sin [ (N-1 ).Q] - 2r cos.O sin [ND] · = o 
bzw. 

sin [(N+1 )!2] = O 

Daraus ergeben sich söfort die Eigenfrequenzen 

111
k =~I k=1, ... ,N (2.5.16) 

die·. Eigenwerte 

A.k = 1 + 2r cosnkl k= 1 , ... , N (2.5.17) 

und die . Eigenve~toren 

. . 

k,n=1, ... ,N (2.5.18) 

Die Eigenvektoren .der Kovarianzmatrix . des MA-1-Prozesses werden 

also durch.ein System von abgetasteten Sinus-Funktionen gebildet., 

deren Eigenfrequenzen äquidistant über das Intervall (O ,iO ver-
- ' 

teilt sind. Der zu einem Eigenvektor gehörende Eigenwert ist 

identisch mit der Leistungsdichte des Prozesses bei seiner 

Eigenfrequenz. 

' , ' 1 
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Hier zeigt sich also eine Bestätigung für das .T~eorem von Szegö~ 

die Eigenwerte des MA-1-Prozesses _können sogar für kleine Block­

längen exakt durch das Sample-LDS ersetzt werden. 

· 2.5.2 Autoregressiver Prozeß 1. Oidnung (AR-1-Prozeß) 

Ein-autoregressiver Prozeß 

Differenzengleichung 

M 

{ x } n der Ordnung M wird durch die 
1 
1 . 

L X . n-1 (2.5.19) 
. i=1 

beschrieben. {E} ist eine unkorrelierte Zahlenfolge, deren n 
wiederum so gewählt werde, daß R(0)=1 erfüllt ist. Mit 

Varianz 

. (2.5.20) 

erhält man für die O~dnung M=1 die Kovarianzrnatrix 

R = -xx 

1 r 

r 1 r 

N-1 r 

N-2 r 

N-1 N-2 N-3 1 r . r r 

und nach Gl. 2.1.4 das Leistungsdichtespektrum 

1 + r 2 
- 2r cos.!l 

(2.5.21)' 

(2.5.22) 

Zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren von R kann man -xx 
ähnlich wie im Abschnitt 2~5.1 vorgehen, wenn man nicht von ~xx' 

sondern von der inversen Matrix R- 1 ausgeht, die für einen AR-1--xx 
Prozeß durch 

-1 1 
~XX = 

1-r 2 
0 

0 

0 

-r 

1+r 2 

-r 

0 

-r . 0 

1+r 2 ·. -r 

-r 

0 

... 

-r 

0 

0 

-r 

1 

(2.5.23)° 
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gegeben ist /4/. Die Eigenwertgleichung Gl. 2.5.6 wird nun in 

der ·Form 

' R-1 u = /\, u -xx 
. ' 1 

( 2. 5. ,2 4') 

geschrieben. Es entsteht wiederum ein System von homogenen 

linearen Differenzengl~ichungen; die n-te Gleich~ng hat di~ Form 

2 
un_ 1 - un ; [ 1+r

2 
- \~r ] + un+ 1 = O ; 2 .=::n !:::N-1 . (2. 5 .25

1

) 

Der Potenzansa·tz nach . Gl. 2 . .S. 8 führt auf die ch-arakteristische 

Gleichung . 

(2.5.26) 

mit den Nullstellen 
+. r-. - ]"""-• z = e (2.5.27) 

wobei für ~ _entsprechend Gl. 2.5.10 die Substitution über das 
. .a 

LDS S(eJ ) , 

1-r2 

1+r2 - 2r cosn 

durchgeführt wurde. 

Die 1. Ra:ndbedingung ( 1. Gleichung im System Gl. 2. 5. 24) 

;\ 
u = 

2 
(u

1 
- r u

2
) 1 1-r 

führt mit dem Ansatz 

[::; = cos ( nll - f ) 

' nach kurzer Rechnung auf die Beziehung 

· · 1 - r cos.n. 
tan 'f = . · . r . sinn 

' 

(2.5.28) 

(2.5.31) 

Die Eigenvektoren u(k) sind also Abtastwerte von Sinus~ bzw. 

Cosinus-Funktionen, deren Phasenlagen über Gl. 2.5.31 durch die 

noch zu bestimmenden EigenfrequenzenD.= .Ok festgelegt' werden. 

Die Beziehung f(D.) ist in Bild 2.1 für verschiedene Werter dar­

gestellt. 

.-. . 
' 
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t 
f 

0 0.211' 0.61'f 0.81l' 1T' 

.Q---+- . 

Bild 2. 1 : Phasenwinkel y> der Eigenvektoren der Ko_varianzma trix 

eines AR-1-Prozesses in Abhängigkeit von der Frequenz 

..Q. für positive Korrelationen r > o . 

Für lrl-1 ergibt sich aus _Gl. 2.5.31 eine lineare Beziehung 

zwis_chen f und f2 

r-+1 f (.Q) = 1n 
2 

(2.5.32) 

-1 f(D) 1..n rr r~ : = -T 2 

Die 2. Randbedingung (N-te Gleichung im System Gl. 2.5.24) 

u ·· = N 
A [ · 2 -r ~-1 

1-r 
(2 •. 5.33) 

führt auf die Bestimmung der noch unbekannten Eigenfrequenzen nk, 
die mitt~ls Gl. 2.5.28 die Eigenwerte~k festlegen. Um zu einer 

einfachen Bestimmungsgleichung für die.Ok zu gelangen, werden 

wir zwei Schritte voranstellen: 



I) Der Eigenvektor u (k) _ w1· rd formal um e1· ne K · t omponen e, uN+i , 
erweitert: 

Die bisher gefundene Lösung u erfüllt die homogene Differen-n -
zengleichung Gl. 2 '. 5. 2 5 für V n 2! 2, also auch für n=N; dafür . .. , 

wird Gl. 2 . . 5.25 

/\. [ 2 
UN . = . 2 - r UN - 1 + ( 1 + r ) ~ 

1-r 
- r ~+1 ] (2.5. -34) 

Damit aber die 2. Randbedingung, Gl. 2.5.33 t erfüllt ist, 

muß gelten: 

~+ 1 = r uJ (2.5.35) 

Mit der formalen Erweiterung des Eigenvektors um die Kofupo­

nente uN+ 1 haben wir damit eine erheblich einfachere Randbe- · 

dingung (Gl. 2.5.35) als die ursprüngliche nach Gl. 2.5.33 

erhalten. 

II) Die Eigenvektorkomponenten un lassen sich statt mit Gl. 2.5.30) 

und ' Gl. 2.5.31 auch in der Form 

u n 
sin.Qn =----sinn 

sin.Q(n-1) 
-r sin.n (2.5.36) 

schreiben. Es ist leicht nachzuprüfen, daß dieser Ansatz eben- · . 
falls die 1. Randbedingung nach Gl. 2.5.29 erfüllt. 

Mit Gl. 2.5.35 und Gl. 2.5.36 erhält man dann folgende Bestimmungs-
. . 

gleichung für die Eigenfrequenzen Dk: 

sin[.ak (N+ 1 )] 

sin.Qk 

sin[.Qk• N] r 2 sin[(2k (N-1 )] 
2r . '"' + . ,,..., = O sin~~k sin~~k 

, k = 1 , ••• , N. 

(2.5.37) 

Diese Gleichung ist auch von Grenander und Szegö angegeben worden 

/5/, die allerdings einen anderen Weg - ohne Angabe der Eigenvek~ 

toren - beschritten. Die N NullstellenDk von Gl. 2.5.37 können 

nur iterativ bestimmt werden; ihre Lage ·kann aber auf einfache 

Weise zumindest eing~grenzt werden: 

' 1 
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Diskussion der ~ ... ~.genf requenzen .Qk_: 

,,1 Wir untersuchen d .i e Vorzeichenwechsel der Funktion 

F {.!1) = s in[O ( N+ 1 )] _ 2r sinfn N] + 
sin .n. sin.n 

2 sin[.n. (N-1 )] r 
1 · sin .n. 

o ;s; .n.s Tr · 

q.S.38) 

. um die_ Lage der N Nullstellen .nk einzugrenzen. Am Bereichsrand 

für .0. ergeben sieh folgende Werte: 

I) .n~o : 

F <n-o) 2 2 = N(1-r ) + 1 - r > 0 für r ~ O 

II) .O.-'fr: 

N gerade: F ( .0-70 = N ( 1+r) 2 + 1-r 2 > 0 für r ~ 0 

N ungerade: F(n..-T() = .-N(1+r) 2 - (1-r 2 ) <:::O für r ~ o 

Zwischenwerte F (Il) für .den Bereich o <!1<:1C' kann • man leicht erhal­

ten, wenn man geeignete Teilungen auf der Frequenzachsen wählt: 

III) Teilung nach Grenander und Szegö /5/: 

\1 ,r 
.Qv= N+1 

F (.n=.O,,) 

V= 1,2, ... ,N : 

V = ( - 1 ) · 2r ( 1 ,- r cos.n..,) 
'---y---...J 

> O für r ;;;. O 

Mit Hilfe einer anderen Teilung kann man die Lage der Nulistellen 

.nk noch weiter eingrenzen.: 

IV) Andere Teilung: 

; J,< = 1,2·, . ..• ,N-~: 

'--y---' 

> O für r ~ o 

Die aus den Betrachtungen I ••. IV folgenden Konsequenzen sind für 

da~ Beispiel N=4 im Bild i.2 dargestellt. Die Teilung .IV zeigt, 

daß.in jedem der N Intervalle mit der Breite ·~ genau eine der N 

Eigenfrequenzen.nk liegt. Die Kombination von Teilung III und 

Teilung IV erlaubt eine weitere Einschränkung des zulässigen Werte­

bereiches für die Eigenfrequenzen .nk : Von einem Intervall der 

Breite: ist jeweils ntir ein Teilbereich möglich; die~e Teilbe­

reiche sin.d auf der obersten Achse im Bild 2. 2 dick ausqezoqen. 

\, 
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0 n, : .n. 2 
1 .nJ . JI 

sign(F (!ll] ' 1 1 
fUr: 1 

1 1 1 1 1 . 
+ + + 

0 !11 n2, 1\, D. 1T 
1 

1 4 
' 1 

1 1 1 ,·. .., 1 . 1 1 

+ + + 
Teihmg IV .• 

0 lrr 1. 1r lrr 17" 4 4 4 lrr 1. 'ir 3 'J( 0 4ir 4 4 . 

+ + + · + ·+ + + + .. 
. . Teilung III . 1-- 1 

0 ln 1. Jr .lrr J.. rr 'iT s s 5 s . 
0 l'jl' 1. 'jT l'jT A_ ,-- 'jT 

s s s S II 

!l --
n ---~ 

Bild 2.2 

r ·> o r<O 

Lage der Eigenfrequenzen .Q 1 ... .Q 4 und der Eigenwerte_ 

A.1 ... A4 für einen AR:..:1-Prozeß bei der Blocklänge N=4. ' 

· D.ie B~reiche verengen sich dabei · umso mehr, je kleiner die 

·.Leistungsdichte S {ej.Q} wird; . Die genaue Lage der Eigenfrequenz ,,, 

~k i~ne~halb des dick auSge~og~nen Bereiches kann nur iterativ 

. bestimmt werden. Ist der genaue Wert !1k dann gefunden, so ist ~gr 

' dazugehörige Eigenwert Ak sofort durch die Leistungsdicht_e s (eJ A:) 

gegeben {vgl. ~ild 2.2). 

Die bisherigen Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen: 

Die Eigenvektoren d~r K6variarizmairix des AR-1-Prozes~es 

werden durch . ein Syste:m von abgetast·e~en Sinusfun~tionen ge....; 
L • . • . . . 

bildet, deren P_hasenlagen von ihrer. Eigenfrequenz abhängen . 

.. Bei .starker Korrelation {,lrl~ -l} ergibt si~h im Grenzfall 

ein linearer Zusammenhang zwischen Eigenfrequenz und Phasen-:: 

winkel. Die Eigenfrequenzen sind asymptotisch gleichmäßig .über 
. ··. ,• . ·. . . ,··. ' 

das Intervall (O,Jl} verteilt. ·· Der zu einem Eigenvektor gehörende 

'· Eigenwert ist identisch mit d~::r: Leistungsdichte · des Prozesses 

bei seiner Eigenfrequenz. · 

.··. \ 

( 
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Die Greniaussage des Theorems .von Szegö :findet man also auch hier 

für den ÄR-1-Prozeß au°f sehr einsichtige Weise bestätigt. 

- 2.5.3 Prozesse höherer Ordnung 

... Für MA-:- .. · oder AR-Prozesse höherer Ordnung können im allgemeinen 
' ' 

k,eine c1.nalytischen Lösungen zllr Bestimmung der Eigenwerte und . 

=Eig~nvektoren von R angegeben ~erden. Die Eigenvektoren sind · ' -xx 
auch nicht mehr als Abtastwerte von Sinus-Funktionen dar·ste1lbar. 

: Aus den 'Betrachtungen im Abschnitt 4. 3. 2 wird . aber später deut-

L:i..ch werden, daß die Eigenvektoren mit wachsender Blocklänge 

1' asymptotisch sinusförmig" (irr ·ei'pem dort definierte_n Sinne) ver­

~aufen, wobei ihre Eigenfrequenzen über dem Intervall (O,IT) 

}a~·ymJtotisch gleichverteilt ~ind • . 
. -, ', ·, .. · 

3. Suboptimale Transformationen 

Obwohl die Loeve-Karhunen-Transforination (LKT) in dem schon ' er­

läuterten Sinne eine optimale Tr~nsformation ist, wird sie oft 

. nur zu. Vergleichszwecken . verwendet, da di'e Zahl der Rechenope­

rationen zu ihrer Durchführung _re1ativ hoch ist. Andere Trans.:. 

formationen, zu denen ein. schneller Algorithmus existiert, können 

'\ aber in der Regel eine Toeplitz-Matrix nicht exakt in eine Dia-

gona·1matrix üb~rführen; sie werden daher als suboptimale Trans­

bezeichnet. 
' . 

-Iri diesem Abschnitt werden einig~ suboptimale Transformationen 

- soweit analytisch möglich - .. hinsichtlich ihrer Eignung zur Ver-

arbe,i tung von Toepli tz-Matri zen •untersucht. Insbesondere wird zu 

jeder Transformation die_ Matrü:Cstruktur gesucht, die durch Anwen-

_dung dieser Transformation exakt in eine Diagonalmatrix überführt 

wird~ · Der Vergleich dieser. Matrixstruktur mit der einer Toeplitz­

·> 'Matrix ' läßt weitere Rückschlüsse auf die Anwendbarkeit der be-

·: trachteten Transformationen fürbestimmte Prozeßklassen und auf 

asymptotische Verhal:ten _be:i.. großen Blocklängen . zu. ·• 

. \ 
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3 ~ 1 Die .Diskrete. Fourier-Transformation · (DFT) 

·_ · 3. 1, •. 1 . Di_e komplexe DF.T 
. . ~ 

. . 

Die komplexe DFT werde durch die Ti:'ahsformation 

y ·:::: !!K-DFT x (3.1.1) 

T beschrieben, wobei die Basisvektoren~k der Transformation (vgl. _ 

Abschnitt. 2 .. 2) durch 

( . (k-1)(n-1) ,· ). •• . • , w. . . ' , •• .• k,n=1, ... ,N (3.1.2) 

mit w -J'21t'.1N = e , 

· gegeben sind. --

Die Kovarianzmatrix im Spektralbereich ist nach Gl. 2.2.7 

T . -
R =A R - A ·· -yy -K-DFT -XX -K-DFT •··_ (3.1.3) 

Wir suchen nun solche Matrizen R , die im Spektralbereich eine -xx 
. Diagonalm_atrix R bilden (bzw. deren Eigenvektoren identisch __ _.;; __ _,.;_ ____ yy . 

~ind mit den OFT-Basisvektoren); diese Matrizen wollen wir mit 

R . = RK···. DFT bezeichnen. Die Lösung dieses Problems ist schon 
-XX - -
lange bekannt: Die Matrizen ~K;...DFT sind zyklische Matrizen /10/, 

die dUrch folgende Struktur (zy~lische Vertauschung des ersten 

- . Zeilenvektors) 

RO Rl R2 l\I-1 

~-1 RO R l •.~ . . ~-2 

R = ~~2 ~..:.1 -K-DFT R 
0 

.... ~-3 (3.1.4) 

. 
R1 R · R3 .. . •Ro 2 -

beschrieben werden. In vielen praktischen Anwendungen (z.B. 

_ Blockquantisierung / 11 /) interessiert aber die Abbildung eines 

.reellen Datenvektors in einen reellen Bildvektor, daher werden 

wir im nächsten Abschnitt einige -Eigenschaften der reellen DFT 

I . 
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3.1.2 Die reelle DFT 

Unter einer reellen DFT ~R-OFT verstehen wir eine _Transformation, 

deren Basisvektoren aus den Real- .. bzw. Imaginärteil·en der kom­

plexen Basisvektoren von ~K-OFT gebildet werden. Diese reelle 

Transformation ~R-DFT überführt daher jeden reellen Vektor~ in 

einen reel'len ~ektor im Bildbereich. Die Reihenfolge der Basis-, ' 

vektoren wird zweckmäßigerweise.nach steigender Sequenz vorge­

nommen (vgl. / 11 /) . Bei der Normierung der Basisvektoren auf den 

Betrag Eins ist zu beachten, daß der Faktor N- 112 durch unter­

schiedliche Faktoren ersetzt werden muß /11/, um auch die Ortho­

normalität zu ge~ährleisten. 

Wir suchen nun die Klasse der Matrizen BR-DFT, die durch die 

reelle OFT AR DFT in eine Diagonälmatrix R überführt werden. - - .. -yy 
Im folgenden wird gezeigt, daß gR-DFT zu der Klasse aller 

reellen symmetrischen zyklischen Matrizen gehört, die also die 

Struktur 

RO R1 R2 R2 R1 

R1 RO R1 R3 R2 
R = ( 3. 1 . 5) -R-DFT R2 R1 RO R4 R3 . 

R1 R2 R3· ... R1 RO 

aufweisen. 

Beweis: 

Es sei Reine reelle symmetrische zyklische Matrix und~~ (k=1 ... N) 

seien die Basisvektoren der komplexen OFT. Da g eine zyklische 

Matrix ist, sind die ~k ihre Eigenvektoren und erfüllen die Eigen­

wertgleichung 

1 

. , k=1, ... ,N (3.1.6) 

Andererseits besitzt jede reelle symmetrische Matrix reelle Eigen~ 

werteAk /10/; damit läßt sich .Gl~J.1.6 zerlegen in 

R .Re { ~k} = i\k Re {~k} 

R Im { ~k} = Ak Im {~k} 

k=1, ... ,N (3.1.7) 
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Die reellen OFT-Basisvektoren erfüllen also auch die Eigenwert-

~ gleichung zu .B, was zu zeigen -wa~. 

Die Sfr~ktur der Matri~ R~~DiT ~(Gl.- 3.1.5) in der pmgebung d~r 

Hauptdiagonalen entspricht. ~en~u der einer Toeplitz-Matr~~ 

. fGl. 2 . . 1 •. 8) , 1edoch _"stören" die gespiegelten Elemente in _den 

Ecken d~r Nebendiagonalen. _Das bedeutet, eine Toeplitz~Matrix 

(nach Gl. 2~1.8) ist einer Ma~rix BR-DFT in der Struktur zwar 

ähnlich, kann aber durch die DFT nicht diagonalisiert werdeh. 

Wenn in den weiteren Abschnitteri die DFT herangezogen wird, so 

soll damit stets die reelle DFT gemeint sein. Diese Transformation 

läßt sich dann besser mit den anderen ohnehin reellen Transfor­

ma~ion~n ~ergleichen. 

3 ~ L 3 _ Beispiel für einen Prozeß mit zyklischer Kovarianz_matrix 

Während für Prozesse mit Toe'pfi tz-Matrix R eine Vielzahl von -xx 
· Beispielen bekannt sind, habeh Prozesse mit iyklischer KoVarianz-

matrix weit weni~er Bedeutuhg. : Es soll hiei jedoch ein Beispiel 

angegeben werden, daß u.U. auch von prakt~schem Interesse ist: 

Ein B{ldsignal wird örtlich auf einem Kreis in äquidistantem 

Abstand abgetastet (Bild 3.1). 
z 

-- Bild 3 ~ 1 Abtastung eines Bildsignals auf einem Kreisbogen. 

Die Helligkeitswerte werden durch _x 1 , .' •• ,~ gekennzeichnet. Es 

,, gelte ferner, daß' die Korrelation nur vom Abstand zweier Bild.;. 

-punkte abhängig sei. Dann ist 



.., . ' E [x1 ·x 2]== E [ x 1 xN] 

E [ x1 X3] = E { x1 ~-1] usw. 

so daß die Kovarianzmatrix R = E[~ ~T J genau die Form einer 
. · -XX ... · 

symmetrischen zyklischen Matrix nach Gl. 3.1 t 5 annimmt. Dem Ver-

fas~er ist riicht bekannt, ob eine solche Abthststruktbr jem~ls 

unt~rsucht wurde. 

Dieses Beispiel dürfte aber deutlich zeigen, daß es nicht nur 

wichtig ist, für ein~n gegebenen Prozeß e~ne möglichst effektive 

Transformation zu suchen, sondern daß es genau so ~nt~ressant ist, ' 

den Prozeß~ z.B. durch Wahl der Zuordnung zu den Abtastpunk- · 

ten - an die Eigenschaften gegebener Transformatiorien anzupassen. 

3.2 Die Diskrete Moving-Average-l-Transformation (DMA1T) 

Die Eigenvektoren des Moving-Average-1-Prozesses nach GL 2. 5. 18 

sollen die Basisvektoren a~ der Transformation ~DMA 1T bilden, d.h. 

T ~~ . k1t'n 
~k = V N+1 ( ... ' sin N+ 1 , . . . ) k,n=1, ... ,N (3.2.1) 

Daß die verschiedenen Basisvektoren ~; , ... , _.·~~ orthogonal sind, 

ist sehr einfach zu zeigen, da sie j~ die Eigenvektoren einer reel­

len symmetrischen Matrix sind, für die folgender Satz gilt /10/: 

Jede reelle symmetrische Matrix besitzt reelle Eigenwerte und 
1 . 

· reelle Eigenvektoren, die bei verschiedenen Eigenwerten auch 

zueinander orthogonal sind. 

Die DMA1T kann unter Anwendung der OFT bzw. FFT mit einem schnel­

len Algorfthmus implementiert werden; das Verfahren ~ird im Anhang 

(Abschnitt 1.A) beschrieben. 

Die DMA1T ist in der Lage, :die Kovarianzmatrizen sämtlicher 

MA-1-Prozesse (unabhängig von dem speziel_len AKF~Wert R ( 1) ! ) 

exakt in eine Diagonalmatrix zu überführen. 

Dies ist ein Sonderfall unter den Prozessen mit Toeplitz-Matrix, 

·denn i.a. sind die Eigenvektoren von der Prozeßstatistik abhängig. 

1 

·' 
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Es tauchen ·nun folgende Fragen auf, wie: 

,i Ist die Kovarianzmatrix des MA-1-Prozesses die einzige, die durch 

. die DMA1'1' diagonalisiert wird? Wie geeignet ist · dfe OMA 1.'I' bei MA­

oder AR-Prozessen höherer Ordnung? 

Zur Beantwortung dieser Fragen benötigen wir einen Satz aüs der 

M~trizenrechnung /10/: 

Eine ~atrix B besitze die Eigenwerte Ak und die Eigenvektoren u(k) 

(k=1, .... ,N) . Dann weist die Matrix C , 

(3.2.2) . 

(!: Einheitsmatrix) 

die gleichen Eigenvektoren wie Baufund die Eigenwerte 

(3.2.3) 

Der Wertmist beliebig; jedoch ist eine Erhöhung von m Uber 

., mc::::N-1 hinaus nicht sinnvoll, da wegen des Theorems von Cay ley­

Hamil ton /10/ alle höheren Potenzen von B durch eine Linearkom­

bination von !, .. ~,~N-l . dargestellt werd~n können. 

Die DMA1T diagonalisiert daher nicht nur die Matrix R des MA-1-. -xx 
Prozesses (Gl. 2.5.2), sondern auch alle anderen Matrizen der Form 

N-1 

BDMA1T = L b R1 
1 -XX 

(3.2.4) 

· l=O 

Die Pot~nz R
2 hat z.B. folg_endes Auss~hen: -xx 

/ 

/ 
2/ 

1+r / 2r 
/ 

/ 
1+2r2 2r 

0 

-- 2r 

i 

0 

0 . . . 0 

R2 . - . 2 
2r 1+2r2 = r -xx 2r 2 0 (3.2.5) r 

// 

/ 

/ 

0 0 
2 2r r 

Die -Matrix R2 hat nah~zu die Struktur der Kovarianzmatrix eines -xx 
M_A,.;..2-Prozesses . ( d. h. gleich große Elemente auf der Hauptdiagona-

ien urid den b~iden Parallelen dazu); lediglich die beiden Elemente 

in° d~n Eckeri der Hauptdiagon~len ~eichen davon ab. B~ i Erhöhung 
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1 
der Potenz von Rxx bilden sich zunehmend mehr ,"stör~nde" Elemente 

in den Ecken der Hauptdiagonalen; die übrigen Elemente ent~prechen 

aber der Struktur einer Toeplitz-Mat.rixfür einen MA-Prozeß der 

Ordnung 1. Daraus ergibt sich folgende Konsequenz: 
•\ 

Eine Toeplitz-Matrix ist einer Matrix vom Typ _g0MA 1T in der 

Struktur ähnlich, kann aber durch .die DMA1T nur · fü:t . den Sonder-: · 

fall eines MA-1-Prozesses exakt di·agonalisiert W!=rden. 

3.3 Die Diskrete Cosinus-Transformation (DCT) 

Die Transformations~atrix ~DCT ~er DCT /12/ ist durch ihre Ba~is­

vektoren 

und 
(3.3.1) 

T = (~)1/2 ( · (2n-1)(k-1)T( 
~k N ·. • .. ' cos 2N ' ... ) ; n=1, ... ,N 

k=2, ... ,N 

definiert. 

Bevor wir wieder die Klasse von Matrizen suchen, die durch' die -·ocT 

diagonalisiert werden, sei auf eine besondere Eigenschaft dieser 

Transformation hingewiesen. Ahmed et al. /12/ hatten· bereits nume­

risch an einem Beispiel beobachtet, daß die Eigenvektoren von Bxx 

eines AR-1-Prozesses mit sehr hoher positiver Korrelation (r~1) 

sich · nur wenig von den Basisvektoren der DCT unterscheiden. Erwar­

tringsgemäß i~t -die DCT der LKT dann iur solche Prozesse nur wenig 

unterlegen~ Mit den Betrachtungen . aus Abschnitt 2.5.2 über AR.:..1-

Prozesse ist nun auch eine ·theoretische Erklärung für dieses Ver­

halten möglich: 

Mit der Bezeichnung 
.n = k-1 1T 

k N k= 1 , ••• ,.N 

nimmt der k-te Basisvektor der DCT die Form 

T ~ 2 1 /2 , · hk .· 
.§!k - _ (N) _. ( ••. , cos (nnk -: 2 _,) , •.• ) 

(3.3.2) 

; n= 1 , ••• , N ( 3 • 3 • 3) 

an / Wir vergleichen nun diese Basisvektoren mit . den Eigenvektoren 

u(k) der Kovarianzmatrix eines AR---1".""Prozesses (Abschnitt 2.5.2): 

Beide sirid abgetastete Cosinus-Funktionen, für beide sind die 

Eigenfrequenzenflk gleichmäßig ·bzw: asymptotisch gleichmäßig über 
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(O,TI') verteilt und die Phas~nlagen der . beiden . Vektoren stimmen 

für r -1 sogar exakt überein (f= .fi.k/2 ; vgl. Gl. 3. 3. 3 mit · 

Gl~ 2.5.30 und Gl. 2.5.32). Die Betrachtungen aus Abschnitt 2.5.2 

zeigen damit, daß die Ähnlichkeit der Eigenvektoren mit den Basis­

vektoren der DCT nicht nur für das in /12/ numerisch berechnete 

Beispiel zutrifft, sondern für sämtliche AR-1-Prozesse .·mit r-:-,+- '1. 

Wir wollen riun wieder die Struktur der Matrizen gDCT ~uchen, die 

durch die Transformation ~DCT diagonalisiert werden. Es ist nah~­

liegend zu vermuten, daß die Matrizen gDCT durch eine Untermenge : 

der zyklischen Matrizen gebildet werden, da ja die DCT direkt 

mittels der DFT berechnet werden kann / 12/, die ihrerseits zyk- · 

lische Matrizen diagonalisiert. Aber diese Vermutung trifft für 
. . . . 

. die DCT . ebensowenig zu wie sie für die DMA.1T zutrifft, die ja 

ebenfalls mittels der DFT berechnet werden kann. Aus diesem _Grunde 

ist auch die Bew~isführung von Shanmugam in /6/ über das asympto­

tisch optimale Verhalten der DCT als falsch zu betrachten, da dort 

für RDCT zyklische Matrizen zugrunde gelegt werden. 

zur Bestimmung der Matrizenstruktur von BocT verwenden wir die 

. Methoden aus Abschnitt 2. 5 .1 • zur Berechnung der Eigenvektoren des 

MA-1-Prozesses, nur beschreiten wir hier den umgekehrten Weg: ,' 

Diesmal seien die Eigenvektoren '. (Basisvektoren der DCT) gegeben, 

gesucht ist die Struktur der Kovarianzmat'rix des dazugehörigen 

Prozesses: 

Die Eigenwertgleichung 

(3. 3 ; 4) 

enthält ein System von N skalaren Gleichungen; die n~te ·1autet 

mit <~cT>n1 = Rn,l: 

+ ••• + R n,N ~ =O 

n=1, ... ,N 

Die Eigenvektoren~ sind identisch mit den Basisvektoren~~ der 

DCT, also Cosinus-Funktionen. Daher können wir den Ansatz nach 

Gl. · 3. 3. 5 erheblich vereinfachen zu 

r u 1 + (1-A)U + r u · = O n- n n+1 n=2, ... ,N-1 



da wir aus Abschnitt 2.5.1 . wisser1, . daß die Differenzengleichung · · , 

Gl.3.3.6 von jeder Cosinus-Funkti.ori beliebiger _Phäsenlage erfüllt 

wird. Mit der Substitution 

>-. = 1 + 2r cos .n. 

wird Gl . . 3.3.6 ZU 

u - u 2 cos.n + u . · = .o . n-1 n n+1 · 
. ., ' 

diese Differenzengleichung wird durch jede 

u = cos(n.!2-f) n . 

(3.'3 . .7) 

(3.3.8) 

der .Form . -.· • 

(3.3.9) 

. erfüllt. Die erste und letzte Gleichung im Syst:'eirn Gl. . 3 . .3.4 weichen 

von der Struktur nach Gl. 3. 3. 6 ab. Diese beiden Gleichungen müs-
,• ' ' • _. · a ~-•• - •:. , C j, 

sen so gewählt werden, daß für · u _gerade die -Ef9~nfrequenzen und 

·Phasenlagen der DCT-Basisvektoren. auftreten: 

Mit der ersten Gleichung wird .die ,Phasehlage festgelegt; wir 

machen dazu den Ansatz 

(3.3~10) 

und bestimmen b so, daß entsprech~nd Gi. 3.3.3 .die Bedingung 

n ) u = cos (n.Q- -.. n 2 (3.3.11) 

erfüllt ist: 

b n. 3 . 
0 cos 2 + cos Tn. = 

b = 1 - 2cosJl (3.3.12) 

.. Mit der N:..ten Gleichung werden d.ie Eigenfrequ~nzep fi= Dk festge­

leg~, die uns durch die Gl. 3. 3 ~2 vorgeschriebe11 sin.d. Der Ansatz 

{3.3.13) 

.. führ·t mit Gl. 3. 3. 11 auf 

(3.3.14) 
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Mit . Gl~ 3.3.2 erhält man für 

.Qk• N = (k-1) TI: {3.3.15) 

und damit für alle k aus Gl. 3.3.t4 

(3.3.16) 

. so daß 

C = 1 - 2 CO S .Q k ; k=l, ••• ,N {3.3.17) 

Damit liegt nun endlich das vollständige 

1-2cos..Qk 1 

·1 -2cos..Qk 1 · o. 

= 0 

0 1 1 

o . 1 

(3.3.18) 

vor, das durch die DCT-Ba~isve1<:toren i~ - erfüllt wird. 

Wir multiplizieren ' die Gl. 3.j.18 mit r, machen dann die Substi­

tution für A nach Gl. 3. 3. 7 rückgängig-, so daß GL 3 ~ 3. 1 8 die 

Form 

annimmt, wobei 

1+r r 0 

r 1 r .0 

0 r 

· .... 
RDCTTst damit eineder 

diagonalisiert werden. , Die allgemeine S 
•. ', . , 

. darin durch 

(3.3.19) 

(3.3.20) 

exakt 

ist 



N:..1 
+ .:bN-1 BocT 

(Vgl. 'Abschnitt 3_~ 2) • 2 BncT z.B. hat das Aus- •. 
seheri · 

' 2 

BocT = 

✓ 

(1+r} 2+r 2 

( 1 +r} r+r . ,,,.. 
./ 

/ 2 r 

(1+r} r+r> ,,,.. . 
,/ ,,,.., 2 

/ .1+2r. 

2r 

,. 

/ __,,,. 2 r 0 .. . 
2 2r 0 r .. . 

2 2 1+2r 2r r 
(3.3.22) 

_,.. 

-
und besitzt damit nahezu die S_truktur der Kovarianzmatrix eines 

MA-2-Prozesses; lediglich je 3 Ele~ente in den Ecken der Haupt-

' diagonalen weichen davon ab. Wie bei _den Matrizen vom Typ BoMA 1T. 

(vgl . Abschnitt 3.2) bilden sib~mit Erhöhen der Potenz von 

· R~CT . zunehmend .mehr "störende'i Elemente in den Ecken .der Haupt-­

diagonalen; die übrigen Elemente entsprechen der Strulctur ~iner 

• Toeplitz-Matrix für einen MA-Prözeß '. der Ordnung 1. Aus dieser 

Uberlegung ergibt sich: 

Eine Toepli.tz-Matrix ist einer Matrix vom Typ BocT in der 

Struktur ähnlich, kann aber .durch die DCT nicht exakt diago­

nalisiert werden. 

3. 4 Die Diskrete Sirius-Trans:formation - .(DSINT) 

Die Transforina tionsmatrix ~osr~;:r \ ;;itd durch die Basisvektoren 

T _ 2 1/2 , ,' (2nL--1)k'it 
~k - (N) ( · · • , s ~11: _.-• 2N , ... ) ; k , n= 1 , ... , N . ( 3 . 4 . 1 ) . 

festgelegt. Sie wurde ber~its ·in /12/ neben der DCT erwähnt; wobei · ; 
' ' 

dort aber nicht auf .den gegenüber der DCT veränderten Laufbereich 

von k hingewiesen wurde. Di~ ' DSINT kann unter Anwendung der DFT 

bzw. FFT mit einem schnellen Alg;rithmus implementiert werden; das 

Verfahren wird im Anhang (Abschnitt 2.A) beschrieben. 

Die·DSINT bildet ein Äquivalen_t ·.zur . DCT: Sie ist besonders zur 

Verarbeitung von . AR-1 "'."Pro·zesseri ,' mit . sehr hoher negativer .· Korre­

lation (r- -1) geeignet~ Di~s : wircl deutlich, wenn man ihre Basis..,. 



vektoreri iri der For~ 

T 2 1/2 .nk, 
~k = {N) ( •.. , sin(nP.krT>, ... ) ; n=l, ... ,N (3.4.2) 

wobei k rr 
.Qk = 7r k=1, ... ,N (3.4.3) 

mit .den .Eigenvektoren der Kovarianzmatrix eines AR-1-Prozes 'ses 

mit r < O vergleicht. Diese Eigerivek toren u (k) nach Gl. 2 ~ 5. 30 . und 

Gl. 2.5.31 . können auch in de~ Form 

. mit 

uri = sin (ri.Q - f ) 

tan _ lrl sin.Q 
'f - 1+ lrl cos.Q 

(3.4.4) 

r<O. (3.4.5) 

geschrieben werden . . Für . r - -1 nimmt der Phasenverlauf 'f (f2) genau 

die Funktion 'f = D./2 an, die auch : für die DSINT-Basisvektoren nach 

Gl. 3.4.2 gültig ist (vgl. Bild i3.2). 

0.511' ' 

t 
f 0,4 1f -+-----t·----t---

0 
0 0.211" .0/411' · 0.611" 0.811' .11' 

.· .. , . 

3.2 Phaseriwinkel f der Eigenvektoren der Kovarianzmatrix 

eines AR~1-Prozesses~h '~bhingigkeit von der Frequ~nz 

n für negative . Korrelationen r< o 
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-. 
· In analoger Weise wie bei der DCT diskutiert (vgl. Abschnitt 3. 4) 

nähern sich für r - -1 die Ei~envektoren ~ (k) den Basisvektoren 
T . 

~k der DSINT. Daher ist für solche'< negativ korrelierte Prozesse 

die· DSINT der LKT nur sehr wenig unterlegen. 

Gesucht -ist nun wieder die Str~kturder Matrizen BDSINT, die 

durch die Transformation ADSINT _diagorialisiert werden~ Dazu ~ehen 

.wir ganz analog zu Abschnitt 3.3. vor (Untersuchung der DCT); nur 

sind hier die beiden Randbedingungen im Eigenwertgleichungssystem 

der DSINT anzupassen: 

Mit der ersten Gleichung wird die Phasenlage gemäß Gl. 3. 4. 2 zu 

un •= sin(n.a- ·1J") (3.4.6) 

f~stgelegt; wir machen dazu ~eii Ansatz 

(3.4.7) 

Daraus folgt 

. ,b ' n i 3 " O sin -2 + s n -~L= ; . 2 

b = -1 - 2 cos .Q (3.4.8) 

Mit der N-ten Gleichung sind die Efgenfrequenzenfl =nk nach Gl. · 

3.4.3 einzuhalten. Wir machen den .Ansatz 

. ' 

(3.4.9) 

. der mit Gl. 3.4. 3 und Gl~ '3~4.6 äuf die gesuchte Größe 

. . 

c = -1 - 2cosQk . , k::,.r, ... \ N · q.4.10) 

führt. 

Entsprechend ZU den .Gln. 3.3~18 .· bis 3~3.20 aus Abschnitt 3.3 er-

,· halten wir damit die gesuchte'-' M~trix BnsINT ; die durch die DSINT 

e~akt diagonalisiert ~ird~ 



., 

·. 1 • 

. 1 

1-r r 0 . . . 
r 1 r 0 . . . 

, · 

0 r 1 ., r · 

BDsINT = ., . ( 3. 4. 1 1 ) 

r l r 

. . • ,Q r 1-r 

Der Vergleich mit der Matrix BDcT nach Gl. 3.3.20zeigt, daß diese 

·sich nur in deh beiden Eckelemen~en ·der .Hauptdiagonalen von der 

:;, Matrix BDSINT unterscheidet. Eritsprechehd . Abschnitt J. 3 11ird die 

'allgemeine Matrix-Struktur B;sINT durch . Li.riearkombinationen. vön. 
N-1 · . .· .!. • • • BosINT gebildet;. es fo:1.gt __ dann analog: 

Eine Toeplitz-Matrix ist eihe~ Matrix vom Typ Bbs.INT in der 

Struktur ähnlich,. kann ab~r .durch die DSINT nicht exakt diago­

nalisiert werden. 

bi~ eben: an~e~ebene Ableitririg iei~t~damit auch gleichzeitig, daß 

die Basisvektoren der DSINT ein orthogonalesSystem bilden, da sie 

als Eigenvektoren einer reellen symmetrische~ Matrix (GI. 3. 4. 11) 

•darstellbar sind (vgl. Abschnftt 3.2). 

. .· . . 

3.5 Die Diskrete Wiener Prozeß:..Transformation (DWPT) 

Diese Transformation ~DWPT soll. ·nur kurz als weiteres Beispiel 

einer auf Sinus-Cosinus-Funktionen beruhenden Transformation an-
' . . . . . . . : 

.gegeben werden. Ihre Basisvektore~· 

T . . 2k-1 · ·• . . 
. ~k = c ( •· .. , s1.n( 2N+lrrn], . _. •. ) ·; k,n=1, ... ,N (3.5.1) 

sind die' Eigenv,ektoren . der Kovariahzmatrix eine~ · wien~r Prozesses 
•; . 

/13, S.2,62/. Dieser Prozeß ist e~n AR-1-Prozeß L~n) mit einem Ko-

effizienten h 1=1 im Filtermodell nach GI. 2. 5. 19, . also ein insta­

biler Prozeß mit proportional der' Zeit anwachsendE!r Varia11z ~· Es 

sei- öf die Varianz des gedächtnisfr~ien Eingangsp;o~esses JE } ·. . .. , ··. . .. · . . ·, . . . n 
2.5'~19, dann tst die Koväri:anzmatrix des Wiener Pr6zesses . 

. i 
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1 1 1 1 1 

1 2 2 2 ..... ' ·2 

6'.2 
1 2 3 3 3 

R = 1 2 3 4 4 (3.5.2) -XX c 

1 2 3 4 N 

Die DWPT!kann also Matrizen der Struktur nach Gl. .3~5.2 exakt 

· diagonalisieren. 

3 .. 6 Die Diskrete Walsh-Transformation (DWT) 

Zum Abschluß soll eine Transformation untersucht werden, deren 

Basisvektoren nicht auf Sinus-Cosinus-Funktionen zurückzuführen 

sind. Die Basisvektoren der Transformation ~DWT bestehen aus einem 

System abgetasteter orthogonaler Re'chteckfunktionen. Die Defini­

tions- und Darstellungsmöglichkeiten dieser Basisvektoren sind in 

der Literatur eingehend diskutiert /14,15/, so daß hier nicht 

weiter darauf eingegangen werden ~oll. Es interessiert nun die 

Struktur' der Matrix BowT., die durch die DWT diagonalisiert wird: 

Die Matrix BDwT mit den Elementen Rij (i,j=0,1, ... ,N:...1) ist eine 

dyadische Matrix /16/, die durch. einen vorgegebenen Zeilenvektor 

. . T 
( R(O), R(1), .•. , R(N-1) ) 

auf folgende Weise definiert wird: Die Elemente von BDwT sind durch 

R .. ,; R(iE9j) 
1J 

(3.6.1) 

gegeben, wobei iE9j die bitweise modulo-2-Addition (Exclusiv-Oder­

Addition) der-Zahlen i und j ·in ihrer binären Darstellung bedeu­

tet, also 
0) c;::, 

iEB j ( i /T\J' -)2n n'11 n ; wobei i= L j= L 
n=O n=O 

(3.6.2) 

N=4 nimmt die Matrix BowT J:olgendes Aussehen an: 
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3,1 

R(O) R ( 1) . R('2) R (3) 

R ( 1 ) R(O) R ( 3 r .R ( 2) 

~DWT ; · N=4 (3.6.3) 

R ( 2) R ( 3) R(O) .· R(1) 

R ( 3) R ( 2) R( l) R(O) 

N=B . erkennt man recht gut die , auftre1:enden· Symmetrien in der 

Kovarianzmatrix (aus Ubersichtsgründen sind nur die Indices 1 der 

Elemente R(l) angegeben): 

0 1 2 ,3 •, 4, 5 -~ ,7 

1 ·o 3' 2 
> 

2 3' 0 1 

' . ..... , 
5 4, ,7 6 

" . 
6 ,7' '4 5 ., , 

3' 2 1 

4, .s.· 6 

0,,7 6 5 4 
,• 

,7 ' o 1 · 2 3 
· .. ' , 

5 4 , 7 6 1 'o, , 3' 2 

6 ,7 

7 6 

4, 5 

5 4 

2 
·: fit( 

3 ·o, 
1 

' 
1 

'o 

N=B (3.6.4) 

Nicht nur die Haupt-, sondern a~ch die N~bendia~onale weist gleich 

:große Elemente auf; außerdem treten auch Symmetrien parallel zu 

di,,esen D.:i.agonalen auf (angedeutet durch gestrichelte Linien) . Zum 

überwiegemden Teil aber sind clie Elemente auf Parallelen zur Haupt~ 

di~gonalen jeweils unterschi~dlic~ groß. Daraus ergibt sich: 

Matrizen vom Typ ~DWT weichen in ihrer _Struktur stark von der. , 

einer Toeplitz-Matrix ab; e~ne Toeplitz-Matrix kann daher durch 
. . -_.: ·. ' , , . 

die DWT nicht diagonalisiert werden. 

Die von einer Toeplitz-Matrix stärk abweichende Struktur der Matrix 
1 . • . ' ·, ·. : . . -

~DWT läßt vermuten, daß . sich die Eigenschaften der .DWT zur Verar-

beitung von Toeplitzmatrizen in · wesentlichen Punkten >von . denen 

''sinusförmiger" Transformationen., unterscheiden . . In den Abschnitten 

5 wird dieser Gesichts~unkt no9h eingehender erörtert werden. 
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1 

3.7 Vergleich von Matrizenklas~en 

Die vorausgegangenen Abschnitte haben gezeigt, daß ' es eine Reihe 
1 

von Matrixstrukturen~ gibt, bei derie~ die Matrixelemente R .. 
. . . . 1J 

(i, j=O, 1, ... ,N-1-) ausschließlich aus · dem ersten Zeilenvektor der 

Matrix R mit den Komponenten R(O)~---,R(N-1) hervörgehen. 

Beispiele dafür sind: 

Toeplitz-Matrix: R .. = R(li'.'""jl) (3.7.1) 1J 

. 1 

Zyklische Matrix: R .. = R([f-i]mod N) (3.7.2) 1J ,. 

Dyadische Matrix: R .. = R(i$j) (3. 7 .3) 
1J 

Jede vorgegebene Matrix nach Gl. 3.7.1 bis 3.7.3 kann auf Grund 

ihrer Struktur sofort der jeweiligen Matrizenklasse .ztigeordnet 

werden. Daneben gibt es aber auch eine Reihe von Matrizen R wie 
• 1 • - - , 

RDMA 1T , ~DCT und ~DSINT (vgl. Abschnitt 3.2 ... 3.4), die allein 

uriter Kenntnis ihrer Struktur i.a. nicht unterschieden werden. 

können, da in diesen Fällen die Matrixel~mente R .. erheblich mehr 
1J 

als nur N verschiedene Werte aufweisen dürfen. Eine vergleichende 

Betrachtung beider Gruppen ist möglich, wenn wir die jeweilige 

Matrizenklasse allein durch ihre · B~sis •A definieren: 

Def.: Es sei eine feste Basis (Trans~ormation) ~ gegeben. 

Eine Matrizenklasse CA besteht dann aus der Menge aller 

Matrizen ~A, die durch die vorgegebene Basis A in eine 

Diagonalmatrix im Bildbereich _überführt werden. 

Im .Bild 3.3 sind Beispiele verschiedener Matrizenklassen angegeben. 

Aus dieser Ubersicht wird noch einmal deutlich, daß ausgerechnet 

für den uns interessierenden Sönderfall von Toeplitz-Matrizen 

keine allgemeine Basis ·A existiert*, während dagegen z.B. :jede 

·zyklische Matrix durch die DFT diagonalisiert wird, wobei diese 

Transformation sogar mit einem ' schnellen Algorithmus durchgeführt , 

werden kann. Die optimale Verar_heitung von Prozessen mit , Toepli tz­

Kovarianzma trix bereite~ dah_er weit größere Probleme als die Be-

handlung von Prozessen mit z.~. , zyklisbhei oder dyadischer Ko­

varianzmatrix. 

* abgesehen von der Untermenge alle:r Kovarianzmatrizen R · eines -XX 
· :MA-1-P.rozesses 
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Basis~ 1 DWT 1 1 OFT 1 1 DCT 1 j DMAlT j Es existiert keine 
allgemeine Basis 

1 

>< 
l ' 

'· 

t~?Y/2-· . - 1 
w 

Matrizen aus . . · f R

1 

.;· 1 . :I ~DF~ · :i t - ·- 1 r !!oMA1T 

W .· 

der · Klasse ·CA . : !!ocr ' •• . ·. -DWT .. . 
·. ,alleJ 

/MA-1- A 
Prozesse ,,j 

.. 
1 Dyadische 

1 
1 zyklische 1 _· 

1 1 1 1~ ·Struktur: - - Toeplitz-
Matrizen Matrizen · /½ Matrizen . 

.--- u 

Bild 3.3 Beispiele verschiedener Matrizenklas~en. 



4'. Asymptotische Eigenschäften im .Original- und Bildbereich 

Die bisherigen Betrachtungen bezcigen sich .stets auf Transforma­

. tionen m~ t endlicher Blocklänge .~ N .. . Beim Ubergang· auf wachsende 

·. Blocklähgen N - et> zeigt sich, daß eine Reihe von Transformationen 

eine Toeplit_z-Matrix zwar nicht. exakt, aber doch asymptotisch in 

eine Dia~onalmatrix im Bildber~ich überführen können. Diese Trans- ' 

formationen sollen als asymptotisch optimal bezeichnet werden. : ,,. . . 

Dieser .Abschnitt. enthält wichtige Aussagen zu dem asymptotischen 

Verhalten der bisher eingeführten orthogonalen Transformationen; 

diese Aussagen beruhen auf Betrachtungen der Kovarianzmatrizen 
.. .. . .' 

sowohl im Original- als auch im Bildbereich. 

4. 1 Asymptotisch äquivalente Ma.trizenfolgen 

Die Untersuchungeri im Abschnitt 3 zeigten, daß eine Reihe von ver-
.• ~ 

. ,schiedenen Matrizenklasgen CA (CA:= . Menge aller Matrizen ~A , die 

durch · ~ diagonalisiert werden) Matrixstrukturen aufweisen, die der 

einer .Toeplitz-Matrix zumindest in einem bestimmten Sinne ähnlich · 

sind. Daher ist zu vermute~, ßa~ eine Toeplitz-Matrix durch diese 

. ·Transformationen A wenn· nicht exak'.t, so doch näherungsweise in eine 

Diag~nal~atrix im ~ildberei~h üb~rführt werden kann. In diesem Ab-· 

schnitt wird ein Maß für · die II Ährilichkei t'' solcher Matrixstruk-

. turen definiert und die Folgeiungen für das asymptotische Verhal­

~en ~ei wachsender Blocklänge we;den ang~geben . 

. 4. 1. J Definitionen und Beispiele:. > 

-~ir betrachten zwei Matrizenfolgen {R(N)} und {R(N)} bei wächsen-

. der Blocklänge N'. {R~N)} sei_ ~-~· di~ F~lge de;
2 
Kovari~nzmatrizen, 

die zu einem festen vorgegebenen MA-Prozeß der.Ordnung M gehören~ 

·fRJN)} sei dann z.B. eine Folgei von zyklischen Matrizen, der~n 

; Elemente für jeden Wert N so gewäh+t wurden, daß die Matrix ~~N) 

., niit-R~N) !möglichst gut üb~reinstiinntt., a:h_., daß ~~N) die Matrix 

. ·. · ·R~N) möglichst gut approximiert~ Der "Approximationsfehler" wird 

. durch die Differenzmatrix 

R(N) .· 
-2 

(4.1.1) 
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mit den Elementen ek~ beschrieben. · 

Es wird nun definiert /17/: 

Zwei Matrizenfolgen { g~N)J und{_g~N) }' sind asymptotisch äqui­

valent, wenn die Hilbert-Schmidt Norm ihrer Differenz, 

die Bedingung 

lim 1§.(N)I = o 
N-+m 

erfüllt. 

t 
n=1 

e2_· ·. ]1;2 
kn . (4.1.2) -

(4.1.3) 

Kann man :zeigen, daß zwei Matrizenfolgen asymptotisch äquivale~t 

~ind, so können eine Reihe von Aussagen, die z.B. für die iolge · 

{R~N)J _re-lativ leicht anzugeben sind, dann auch auf die "schwie­

rigere", Folge { B~N)} . übertragen werden. Bevor wir näher darauf , 

eingehen, sollen einige Beispiele für asymptotisch äqu{valente 

Matrizenfolgen angegeben werden: 
' . 

Aufgabe: Es liege ein MA-Proze.ß der -Ordnung M vor. Die zu diesem 

·' .. 

Prozeß mit den von Null verschiederienAKF-Werten R(O) ... R(M) ge­

hörende Toeplitz-MatrizenfOlge f~N)J soll durch folgende Matrizen-

\ folgen approxi~iert werden: 

{ (N)} BoFT : Matrizen, die durch die OFT diagonalisiert werden. 

{R6~b}: Matrizen, die durch die DCT .diagonalisiert werden. 

{ 
(N)' } . . . . . 

~SINT: Matrizen, die durch die DSINT diagonalisiert werden. 

Im Bild 4.1 ist für das Beispiel M=7 gezeigt, wie die Aufgabe 

gelöst werden kann. Die _ von Null verschiedenen Elemente der dar­

ges1::ellten Matrizen, R(i); i~O,. _ .• ,M, sind aus Ubersichtsgründen 

einfach durch den Index i geke~nzeichnet. 

· .. Die Matr{x g~~b wird allein durc~ ' j_hren ersten Zeilenvektor be­

stimmt, der hier so gewählt wurde, da.ß, die Elemente in . der Umge-, . · , . .. . . 

··. bung der Hauptdiagonalen von gB;i mit den entsprechenden Elementen 

· aer -Toeplitz-Matrix BJN) übereinstimmen. 

, Für die Ma~rizenfolgen {_g~~~ }bzw. -fBB~iNT} kann man entsprechend 

Gl . . 3. 3 -~ 1 die Koeffizienten q
0

,· _b 1 , ... , b 7 der Matrizen~Potenz­

. reihe so wählen, daß die aus der Linearkombination r:esultierende . 

Matrix B~~i bzw. BB:iwr genau . mit der .Toeplitz-Matrix gJN) über-
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7' .,,. '~1; 12,1.51,1 

7,l.; .. . i~1 ' ll14'i~" 
71. ',•3:'Lll.}4'>1, . 

7'>54'.:'l "123'-"' 
7,._r,4~_:·1 ' 1~ 14 

01234';1>7 

1t,'i4'..'I 1123 
1 6 ', 4 3 z 1·•, 1 2 

11,•,1.~n· 1 
7t,'j43.?ll 

l•H 2345b 7 
2101?34%7 . 

7t,";43H 
7654H 

76543 
7',54 ,~., J21 ~1234%7 

43211123451,7 
54~21('1B'-!i 1,7 
t,':i'-121' 1234567 
71 'i'-121~12'4'>1>7 

71;, 
7 

1,,,,,.3lJr12 !45'>7 
H'>'-121 ;-1 n4s1,1 

7„5,321r1z14r,1,7 · 
7'>"'-32ll l234'>67 
7,'>4::'1"1Zl4"'t,7 

1•,'>4 IJL IZ14<;t, 
,,,54'121 ;I z34s; 

7'-!-4 l~l"ll~4 
.,__,:;,.'l-.:1~'123 

7,,~1.321.,12 
71,,;1.3~1".'I 

1(><;4).211' 

7 
t,7 
"'t/1 
45t, 7 
~4',f,7 
2 34'ö'-7 
12)4'it, 7 

36. 

, ... , = 

I • .. -: • / 

(',1234567 
ltlZ34567 
21'12>4%7 
321"1234<;1,7 
4371')12345t,7 
54121~1234'567 
~o;q71, 123451,7 . 
7&"•121,IV4'>'-7 

7t, 54 3 ;'l ,'12 '.1451, 7 · 
lt,<; 4 321 .'12345(,7 
71, ',4171 •' 1;/34567 

71 .. 54 :• l l ", 12 :i456 7 
7',~43?1 1214~~7 

7t,t;432l'/ l z:;,t't~7 
lt,r>'•'?l l'/14~,b7 _ _. 

1, .. ,:. 1 ~ - l -', ? l ~4S ."t 7 · 
7'JL4}C:1 •1i3i.51,7 

11,•,·,? l • .12"\4'ib7 
11. !, :. ~ l : . l l ~ 4 '> 6 7 

7'>'>4~21: 1234'>'>7 
7.,,,,):1·123451,7 

1,, ... .:. ill~ ll~45t,7 
7~'>• ,~1·lJZ345·1.1 

1~,::.,432i ;.·12v .. ,;,,7 
7t r,t.. J:!! : · t ! ;4',f.1 

7 t,~'t ~;.: , ~ !.:'.~'-''>f-7 
71'>5~3:I~•J:! 1451.,7 

7'>~4321 '. 12345t,7 
71>~432!'.· 17.34567 

7t.!>4.Hl1.12?4<,t,7 
71.51., Z 1 ·' l l345'> 7 

1r:.r,~"\~l l~:>45"'7 
"?t,t .t.. ·~41 . 1~ -~l.lj"-.7 

1 1,,'37.1'12;4',I, 
7'>'>43'1.ln4S 
7t,;432ll 1234 

•c,~4321~12 3 
7•,54321·',l 2 

"1f.'i43Zl"'l 
7~5~•321 ') 

C-123451>7 7654321 
7t,5432 

7~,;43 
7!,>;4 

7<,5 
7t, 

7 

l'll 234567 
·21':, 12345f,7 
371 1 'l234'il,7 
4Jl hl l.14'i67 
54 ll ll l 2J45h 7 
f,54~21' •121451>7 
7654j;'I' 1234567 

7!,<;4?71)1234'ö67 

7 
t,7 

71 ,, .. ,21,1234<;1,7 
u,r,4•n· 12~45i,1 

7t-54>2J;Jll3<t!'67 
7•,',4'.<21 •12~45,,~ 

71,<; 4321'.' 12 J4'H,7 
7,,..-,4 ·1~1 · 1:'345„7 

"?"i':•4 ' ? l ~ J: .!":.,"'7 . 
7b54'?1' !214'>'>7 

7 6 !• 1'3 l l L 1 l '4 5 h 7 
, .•~',(. \?l~-1234', 1,7 

7~, r, ,c.j71r l '2 )4 .. ,ti., 
7,.~1.. ,21 ··· 12\451,,1 
•~~4 171 ll~'"\45.b7 

1<,~4•21~12~45"'7 
~« .~4~ · .. ,1 ·-1 z1i.~-,.1 

"".,-, .. 1 2 ! 1 :· ,,. c:.,)"' 
7~-,,. ,:1 ·t~H~:,r 

1151,•~!. !l3',5',7 
lt,''•.>2!:· 1234!>(',7 

7!>~4'121"1214567 
7!>5'- J~ l ,j l 23456 7 
· 7 •, 5 4 .' ~ H• 1 2 ? 4 '5 b 7 
. 7i••~ 'l.l '.' ! c'.)45"7 

1,."'•., ... )' J.?,°\4~ 1,7 

567 

1,,._,.~<n, 123'-'if 
7•-~4H 1'12H 5 

7 r,5432ll 12 .H 
71,54 J?\1'173 

,~~4321 :•12 
.7t,C4 \~l • 1 . 
1~~,.~n· 

45b7 
345t..7 
234 51, 7 
12:4~1,7 

•Approximation einet T~aplitz-Matrizenfolge {~JN> ·} durch 

Matrizenfolgen anderer Struktur. 



Rc-20> 
-DCT 

DSINT 

= 

♦♦♦-♦♦♦♦1 

t ♦ ++++St.7 

, ····•~4?~7 
,i ++++1234Sh7 

+ ♦ +lC• 12345b7 
++ 12\C 1ZV,Sb7 
+54l21 ·.' 12V,Sb7 
7b'i4.•2l: \23','it,7 

7'>S4lcl''l:?l4','i7 
H,54 J2 I -~ 12 Vt',b 7 

7f,C;-.;,~;,l\JlZ14«it,T 
7•,i4.12l'. l.134,,'>7 

7',~43 'l ,12 :1,51,1 
'~':>4 ! :?l ~1 ~34 .C.+ 
7,_,'- ♦ 'Jll 12 .H+ 

71>54J21,•l••• 
1,-.-;,.~21••·· 

7h!,4 , ♦ + • •• 

7~,5 • • + • • • 
1♦♦♦♦♦♦♦ 

zu Bild 4.1 

I • • • I 
R(40} 
-DCT 

DSINT . 

♦♦♦♦♦ ++1 

... ♦ ++'>b1 

···••34567 
+ ♦ ++12345b7 
+++IC 12'4%7 
++3.:1' ll3451>'1 
t54l2H1234'ili7 
71>~43,l~-123'45'>7 
7',r,•,121 :12345,_,7 
11,s„3n~1n4~,,1 

7t ~i.32l~· IZ .l4%7 . 
7,.54 lZ 1". 1:23451, i 

7'>5• H1)12 '34S"7 . 
7'-54~7]· ll34,'>7. 

7•,h•J~ ! · 1 ~~451,7 
1,~'14 ? ?l'"'ll~4c,,-.7 
'" ,, ... ',! 1 ·: 12 -~,. ~i•,7 
1•,~'•Jll !? 14',t,7 

7'",43?1 ;12 ·1451,7 
_7_•,54J!l . 121'-"'•7 

, ... ~ .. 121, 1nt.~1,1 
]t-1',4; ,,, .. ·,12 ,,.,,,7 

7r.<4:,c1 1· fz·,,.;b7 
7 o"> '-~21 .,u 34SI> 7 

1t,'>'- PE 12'4~"7 
11,',4 J ?:,. l l 34;1, 7 

1, "'"., :! l ! ;- !4',~ 7 
7'>~41 21 .ll34~~~ -

7t,"'4.l21~•123"567 
7~54 3:' l ·:.l ;:345 I> 7 

7t, 5412 l r,t 2 ~45b 1 
11,~ .. ~, 1:,12 345'> 7 

7 ,-,;.,,.:_121..-12~4~'-17 
1,-i'l 4 ,21 -t"~·345. 

·,•t· l)t., J l ".! ,. ,: • ·+ 

765 1•3?1: 1++ ♦ 

7654J21+++ ♦ 

76c;,43••··· 
7•,c;++ ♦♦♦♦ 

,: "'I'+++ ♦♦♦♦ 

einstimmt 1
, bis' auf je M(M+1} /2 Elemente in den beiden Ecken der 

Hauptdiagonalen. Diese von· .ßi,N }_ aöweichenden Elemente sind im Bild 

4.1 durch das Zeichen+ markiert. 

Es sei angemerkt, daß eine {gJN).J appro~imierende Matrizenfolge 

{_g~~1T} ganz entsprechend der Folge f ~6~1} bzw."{ ~~~iNT} struk-

turiert ist, lediglich die Zahl der störenden Eckelemente auf der 

Hauptdiagonalen.ist kleiner (nur (M-i}M/2 Elemente je Eck~}. 

Aus Bild 4.1 wird deutlich, daa die untersuchten Matrizenfolgen die 

Toepli tz-Ma trizenfolge { _gJN} J a~pro:ilmiel:'.'en können, wobei ledig­

lich insg~samt M(M+1} Eckelemente auf der Haupt- oder der Neben-

. d:i.agonaleh eine Abweichung zeigen ·. Der 

elefuerite in der Mat~ix E(N) (Gr.4 . . 1.1) 

Fehlerbeitrag dieser Eck-
. . . . 

bleibt damit konstant und 
uhäbhängi~ von N. Der Faktor~·- in' ·c;1:. 4-_-1 ___ 2_t_r_e __ i_b_t_d_a_n_n_d_i_e __ N_o_r_m_ 

IE(N)I mit wachsender Blockiänge N · gegen Null; daher sind alle 

'a'ngegeben~n Matri~enfolgen Zlleinander asymptotisch äquivalent. 



Diese Aus'.sage gilt zunächst nur · für -Matri zenfolgeri, die ·.einem MA·­

Prozeß endlicher Ordnung (Prozeßmodell nur mit Nullstellen in der 

Ubertragungsfunktion) zugeordnet sind. Bei Prozessen, die durch . 

~in Modell beschrieben werden, das auch oder nur Pole · aufweist, 

verschwindet die AKF R(i) nicht -bei endlichen Werten i . Für der- ' 

artige . Toepli ~z-Matrizenfolgen .{ ~JN)} kön!1en die Ve;fahi-en zur . 

Konstruktion asymptotisch äquivc:llenter Matrizenfolgen aber ent".'.' , 

sprechend modifiziert werden. Dies : soll 'hier jedoch nicht weiter 

erläutert werden; . ein Beispiel fül:'. zyklische Matrizenfolgen zur 
. . . . 

Approximation von Toeplitz-Matrizenfolgen findet -man in /18/. 

Mit dies~n Uberlegungen ist folgender Satz gültig: 
,.. . ,'• 

* Es sei eine Transformatiqn A vo:rgegeben (wobei A entweder die · 

OFT, DCT, DSINT oder die DMA1T sei). Dann kann zu jeder Toeplitz­

Mat~iienfolge {~JN)} eine . asymptotisch äquivalente Matrizenfolge 

{ ~1 ) J angegeben werden. 

Die F~lgerungen, die sich aus di.e~em Satz ergeben, sind im nächsten 

Abschnitt aufgeführt. Zur -Behandlung dieses Abschnittes benötigen 

wir aber 'eine etwas engere Fassung des Begriffes 'asymptotisch 

äq'uivalerite Matrizenfolgen'. Wir wollen sagen, zwei Matrizenfolgen 

sind asymptotisch äquivalent im engeren Sinne, wenn nicht nur die 

Norm 1~ (N) 1 (Gl. 4. 1. 2) i sondern . auch die Betragsnorm 

N . 'N 
1 =w L z· i· lekn, . (4. l.4) 

k=1 n=1 

mit wachsendem N gegen Null geht, d :.h. 

(4.1.5) 

Für den hier schon untersuchten . SOnderfall der Approximation von ·,·· 

_Toeplitz-Matrizenfoigen bedeutet :die . Forderung Gl~ 4.1.5 keinerlei 

Einschränkung: 

· ··•.· .. Liegt e'in MA-Prozeß endlicher Ordnung vor, so ist auch die Summe 

der Beträge der störenden Eckelemente · in 

Mat~izenfolge 'endlich und ' unabhärigig ~on 

der approximierenden 
·· · . 1 (N) 1 

N, so daß auch 1~ 1 

wachsendem N gegen Null geht. Li:;gt ein Prozeß vor, für den die 

.. ,AKF R(i) : bei endlichen Wert~n . .,i ::nf9ht verschwindet., _so geht die 

mit 

. . 1 (N) 1 · · . · · . · . · ' ·. . -· ---· 
J :~orm · 1E I ebenfalls gegen Null•, ,werin die AKF absolut ' sUmmier;_ . 

·. .. ' . . ·. .•·. , · ' . ·. ' : 

bar . ist (vgl. Abschnitt 2.1) ~- Dies kann z.B. für eine ·approxi-



1 ·-· 

mierende Matrizenfolge zyklischer\ Bauart mit den entsprechenden 

.. Schritten gezeigt werden, wie s:ie 'filr die No~m l~(N)j in /18/ 

bei quadratisch summierbarer AKF angegeben wurden. 

Für alle uns interessierenden Toeplitz-Matrizenfolgen ist daher. 

der Satz * nicht nur für die: ··~~ymptotische Äquivalenz. bezüglich 

der _Norm ,~(N)I, sondern auch bezüglich der Norm 1~(N): gültig. 

- 4.1.2 Asymptotische Eigenschaften .derKovarianzmatrix im Bildbereich 

Werden zwei asymptotisch äquivalente, Matrizenfolgen { g~N)} und 

- { R~N)} mit der gleichen Transformat:i,.on. •~ verarbeitet, so ist z.u 

erwarten, daß die beiden Kovarianz-Matrizenfolgen im Bildbereich 

auch in irgendeiner Weise äqtiivalerit sind. Wir wollen nun unter~ 

suchen, w~lche Aussagen genau ·mögl.ich sind. 

Die Kovarianzmatriien im Bildbereich seien B(N) und B(N) 
-1 -2 wobei 

; . _i=1,2 (4. l. 6) 

Die Abwei~hung zwischen ~~N) und. ~jNl werde analog zum Originalbe­

reich durch die Fehlermatrix .. 
(4.1.7) 

1 • • 

beschrieben. Mit den Gln. 4.1.{,4~1.6 und - 4.1.7 folgt sofort 

(4.1.8) 

· Es seien a .. , e. ; bzw. f .. ,. (f,-J=l, . ,· .. ,N) die Elemente der Matrizen 
(N) rl.J (N3/ l.J · _: · ' · 

~, E bzw. F _ • Dann gilt für ein Element der Fehlermatrix ,. 

Der Betrag 

N N 

L L 
n=1 j=1 

. a
1
. -J· · e .- , a 1 . , Jn .'. n . 

~on fil soll nun abgesbhätzt werden: 

N N 

~L L •· ri . . 1 le : 1 . -1a1· 1 J.J • Jn ·_ n 
n=1 

(4.1.9) 

(4.1.10) 

Die Elemente a .. der Basisvektoren können in ihrem Betrage leicht ·_ 
. l.J : ., 

' abgeschätzt werden, da für alie _hier betrachteten (orthonorrnalen) 

Transformationen pie Beziehung .· 
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C = COJ1St„ 

.,1 • 

(4.1.11) 

gültig ist (vgl. Gl~ 3.1.2, 3~2.1, .. 3.3.1, 3.4.1) . . Damit wird 
N N . 

lf1'1I '< ~2 E L. 
n=1- j=1 

oder mii Gl. 4.1.4 

lf• ,·• < 2 1 E (N) 1 
il - c 1- 1 .. 

lejnl· ,, . (4.1.12) 

(4.1.13) 

{ .. (N)_ "f (N)} Sind nun, die beiden Matrizenfolgen · R1 J und B2 . asymptotisch 

äquivalent in engerem Sinne (vgl . . Abschnitt .4.1.1), so geht mit 
. I (N) 1 1 1 wachsendem N nicht nur die Norm 1~ •· .. 1 , sondern auch ~il gegen · 

Null: 

; V i,l 1 · (4.1.14) 

1 . . . . . 

Aus Gl. 4. l. 14 folgt · damit unmitteib.ar ,folgender Satz: 

Zwei Matrizenfolgen· { RiN)} und {BJN)} seien asymptotisch äqui­

valent im engeren Sinne. Bei _b~liebiger vorgegebener Transfor-
, ~ 1 ' •• • ' • • • 

mation A stimmen dann die , Kovarianzmatrizen · im Bildbereich, 

B(N) hnd B(N), für jedes Element asymptotisch überein. 
,-1 . -2 . 

Die Äquivalenz im Bildbereich ist also. stärker als im Originalbe-
' reich, da asymptotisch äquivalente Matrizenfolgen im Originalbe-

. reich dui:'chaus eine (endliche) :zahl von Fehlerelementen e. auf-. . . .· .. . . . Jn , 
weisen können, deren Beträge mit N--+ oo nicht verschwinden (vgl. 

Abschnitt 4.1.1). 

Aus dem angegebenen Satz ergib:t sich unmittelbar eine wichtige 

.. Folgerung für . unsere Untersuchungen : äer suboptimalen Transfer'"' 
• • • . . . . 1 

mationen: 

. Eirte der i beiden asymptotisch·,,äquiyalenten Matrizenfolgen {B~N)J 

und {R~N)J werde durch A exaktdi.agonalisiert. Dann werden die 

Matrizen · der anderen Folge durchA ztimindest .asymptotisch in Dia- · 
• • 1 . , • • • . - · · ' 

gonalmatfizen überführt. Mit ' dem Satz
1·* aus Abschnitt 4 .1. 1 folgt 

dann sofort: 

· Jede Toeplitz-Matrix wird durch folgende Transformationen mit 
1 

. wachsender Dimension N asymptptisCh in eine Diagonalmatrix über-

führt: DFT, DCT, DSINT und DMA1T. 



', ' . 

' ,•·. , • 1 

Diese Transformationen werden daher„ als_ .asymptotisch optimal be-
. . . ' 

zeichnet, d. h. sie haben asymptotisch die Wirkung ei:r:ier Loeve-,_ 
1 

Karhunen-Transform~tion, die spe~iell aüf_den zu verarbeitenden 

Prozeß mit Toeplitz-Kovarianzmatrix zugeschnitten ist. 
, . 1 . :· 

Die Elge'nschaf t, eine Toeplitz_;Matrix asymptotisch in eine Diago-
. ' i . . . ·,· . 

nalmatrix zu überführen, ist für · die DFT schon gezeigt worden,· 
' 1 ' . 

wenn auch erst in jüngster Zeit (/19/, 1975). Zu den anderen Trans-. 

formatio~en sind sonst keine w~ii~ren vergleichbaren Urite~suchungen 

bekannt. 

Der angegebene Satz legt die .Vermutung-nahe, daß sämtliche Trans-: 
' ·..... . ,., ·.• 

formationen !:_, die auf Sinus-Cosinus;..;Funktionen beruhen, asymp-
. ' : • ' \ 

totisch 6ptimal sind. Im Abschriitt ~4~2 wird gezeigt werden, ob uhd 
. . ·. ,.· . .. '. 

unter welchen Bedingungen dies tatsächlich der Fall ist. 

4.1.3 Asymptotische Eigenschaften der Eigenwertverteilungen 

• • 1 • • . • 

Asymptotf~ch äquivalente Matrizenfolgen zeigeh nicht nur fllr ihre 

KoVarian~matrizen im Bildbereich. ein äquivalentes Verhalten, son­

dein auc6 für eine Reihe w~iterer wichtiger Eigenschaften. 
1 • • • • 

. ; . ' . . 

Besonders erwähnenswe_rt ist das asymptotische Verhalten ihrer 
'· ! ' . . ·. . · ' 

Eigenwertverteilungen. Es gilt folgende Aussage /17/: 

Sind zwei Matrizenfolgen {R·~N)J und I~iN) J asymptotisch äqui­

valent, ·so sind die Eigenwert~ der Matrizen ~~N) und ~iN) . 

asympJotisch gleichverteilt. 

Das bedeutet im einzelnen· /11/i 

~~N) besitze die Eigenwerte A~N) _und giN) die Eigenwerte .'/JN) 

(k=1, •.. ~N) • ~nd ·es sed F(i) eine stetige Funktion, definieit auf 

dem gesamten möglichen Werteberei·ch [m,M] de_r Eigenwerte, d. h. 
1 . 

m < A.JN) , v~N)::;;; M ;V ~,N (4.1.15) 

Dann_ gilt. bei asymptotischer Äquivalenz der Matrizenfolgen {~~N)} 
und \R~N)} : 

N N 

lim' 1 .L F[~~N)] lirn 
1 -- E F[V~N)] (4.1.16) N = 

N..-a, . N-.!J) N 
k=1 k=1 
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Das , bedeutet, in jedem Aus~ruck.,, der in der Fo':i:·rn E F[·] vori den 

Eig~t;1werten abh~ngt, könn~n/ cÜe Eigenw~rte der einen Matrix 

durbh die Eigenwerte de{ anderen Matrix ersetzt werden, wobei 
1 . • 

der i Fehler mit wachsendem N asymptotisc;h gegen Null. geht. 

Mit diesem Satz ist z.B. eine Aussa.ge über die (schwer zu berech­

nenden) Eigenwerte einer Matrix _g~N) möglich, wenn die (z.B. · leicht 

zu ber~chnenden) Eigenwerte der Matrix BiN) bekannt sind. Die' 

wohl berühmteste Anwendung dieses Prinzips ist die Bestimmung der 

asymptotischen Eigenwertverteilung' von Toeplitz-Matrizen (B~N)) 

aus den Eigenwerten approximierender zyklischer Matrizen . · (B~N)) • 

Die Eigenwerte zyklischer Matrizen können sehr einfach bestimmt 

werden, denn sie sind die Fourier-Transformierten des ersten . Zeilen­

vektors der Matrix /10/, der seineiseits d{e AKF des Proze~ses mit 

To~pli t ,z-Matrix approximiert. , Daher . führen die Eigenwerte von BiN) 

als Fourier-Transformierte der AKF . direkt auf das Leistungsdichte­

s~ektru~, . so daß dann die Eigenwerte von g~N) asymptotisch gleich:.. 

verteilt sind sowohl mit den Eigenwerten von g~N) als auch mit den 

Sample-Werten des LDS. Dies ist genau das Theorem von Szegö (vgl. 

Abschnitt 2.4). 

:Eine ausgezeichnete Darstellung der hi.er skizzierten zusammenhänge 

über asymptotische Eigenwertvei:\eilungen findet man in einem Uber­

sich tsaufsatz von R .M. Gray / 17/.· Wegen der Bedeutung dieser Aus­

sagen sollten aber die wichtigsten ,Prinzipien hier kurz angedeu­

tet werden. 

4. 2 Asymptot:isch optimale , Tran'sformati'onen 

Im Abschnitt 4.1.2 hatten wir ß~s~gestellt, daß die Transformatio­

nen DFT, , DCT, DSINT und DMA1T eine,- Toeplitz"'."M?,trix asymptotisch in 
. . ·' , ._ . 

eine Diagonalmatrix überführ~~ ,könrien. ~Eine zu einer Toeplitz-

Matrix konstruierte Lo~ve-Karhunen-Transiormation zeichnet sich 
, ' 

aber nicht nur dadurch aus,, daß :die Kovarianzmatrix im Bildbereich 

eine Diagonalmatrix ist, sondern auchdadurch, daß sich die Ver­

teilung der Varianzen der . Sp~ktralkoeifizienten der Verteilung 

des Sample-LDS nähert. Man kann. daher relativ einfach zeigen, daß 

un'ter bestimmten Bedingungen sämtliche auf Sinus-Cosinus-Funktio­

nen beruhenden Transformationen asymptotisch optimal sind, wenn 

man direkt vom.Bildbeieich '~usije~t, d.h. direkt die Varianzen G~ 
der Spektralkoeffizienten y~be.technet. Das Ergebnis dieser Be-
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;rachtu~g soll• als Satz vorangestellt werden: 

Jede Transformation!}_, deren Basisvektoren aus Abtastwerten 
: . \ . 

von Sinus~Funktionen beliebiger Phasenlage bestehen, erreicht 

für .. j'eden Prozeß mit Toepli tz-Kovarian zma trix . asymptotisch 

(mit• wachsender Blocklänge) die gleiche Varianzverteilung im 

Bildbereich wie eine Loeve-Karhunen-Transfo_rmation, wenn die 
i_ 

Eigen~requenzen der Basisvektoren von -!}_ gleichmäßig über das 

Intervall (O,~) verteilt sind. 

Dieser Satz zeigt also, daß nicht nur die bereits untersuchten 

Transformationen (DFT, D~T, DSINT und DMA1T), sondern auch die 

DWPT (Ab:schni tt 3. 5) und alle ;,,e'i teren . - ggf. noch unbekannten - , ,,, 
' Transformationen, die die Bedingungen de_s Satzes erfüllen, asympto-

tisch optimal sind, d.h. mit wachsender Blocklänge genauso wie die 
' . 

.. Loeve-Karhunen-Transforrnation arbeiten. 

Um diesen Satz ZQ beweisen, betrachten wir zunächst die Varianz 

eines Spektralkoeffizienten bei Verarbeitung eines Prozesses mit 

ToeplitzrKovarianzrnatrix uhd beh~tipten: 

Beh.: _ Jeder Basisvektor~~ vom Betrage Eins, der aus Abtastwer­

ten einer Sinus-Funktion mit beliebiger Phasenlage und der 

Frequenz .Ok· besteht, führt :auf eine Varianz 6~ des z~geordne­

ten Spektralkoeffizienten yk ,. _ die sich mit .~achsender Block­

länge asymptotisch der Leisturigsdichte S (eJ ") des P.rozesses 

bei der gleichen Frequenz .Ok nähert. 

· Wenn ·diese Behauptung richtig ist, • so folgt unmittelbar der an­

fangs angegebene Satz: Denn sind di~ Frequenzen .nk der B_asisv.ek­

toren gleichmäßig über (O,';T) ver.teilt, so' sind die Varia.r:izen G'~ 
asymptotisch so verteilt wie . das Safuple-LDS. Nach dem The-orem von , 

Szegö ist dies aber genau die
0

Grehzverteilung der Varianzen 6~ . 
bei der LKT; d .h. eine Transformation A, :die die Bedingungen des 

Satzes e~füllt, erreicht asympt6fi~c·h ~ie Varianzverteilung der 
i . . ~-

LKT im Bildbereich. 

Beweis: 

Ztim Beweis der Behauptung wird. die Vatianz ~~ eines Spektralkoeffi­

~ienten yk. direkt berechnet. E~ tr~ten dabei 2 Terme auf, von deneri 
' ·.n 

gezeigt wird, daß der eine ·den Wert des LOS S(eJ 4
) annimmt, 
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während der andere Term mit wachsender Blocklänge N verschwindet. 

Um die N6rmierung des Basisvektöfs ~~ - auf den Betrage Eins ~u ver­

einf~che:i;i, betrachten wir nur Frequenzen der Form.Ok= ~ Tr, ·wobei ·· 

r urid s ~atllrliche Zahlen sin~; · Diese Voraussetzung bedeutet 

praktisch ke~ne Einschränkung, da , die Eigenfrequenzen.O.k. der o.a. 

Transformationen sämtlich in dieser Form darstellbar sirid. 

Wir werden dann das Verhalten be.( wachsender Blocklänge N-:-CX> unter­

suchen und betrachten dazu . - ebenfalls ui:n die Normierung z_u ver­

einfachen - nur solche Blocklängen N, die in der Form N=p·s (p sei 

natürliche Zahl, p=1,2, ... eo ) darstellbar sind. Damit ergibt sich 

folgende . Beziehung zwischen Frequenz und Blocklänge: 

, wobei p•r eine natürliche Zahl. (4.2.1) 

T Der Basisvektor ~k wird nun durch 

~~ = c ( ... , cos ( .Ok· n +: o(. ) , ••• ) ; n=O_, 1, ... ,N-1 (4.2.2) 

beschrieben, wobei der Phasenwinke~ d.. beliebig groß ist. Die Kon-. 

st.ante c
1 

wird so gewählt, daß ~~- den Betrag Eins .aufweist. Mit 

den in /20/ angegebenen Formeln für Summen von Sinus-Cosinus-Ter­

men ist sehr leicht nachzuvollziehen, daß (mit Gl. 4.2~1) c zu 

C =~ , für V d.. 

gewählt werden muß. 

Der Spektralkoeffizient yk geht dann aus 

N-1 

Yk = E akn xn .· · 
n=O 

(4.2.3) 

(4.2.4) 

T 
hervor, wobei die Komponenten akn des Basisvektors ~k in der Form 

1 J2' j ( .Qk · n+o<.J · . ·.. -j ( 12k n+ d. ) 
akn = 2 VN [ e + e ] (4.2.5) 

geschrieben werden sollen. 

Die Vari'anz Er~ des Spektralkdeffizienten yk ist dann 

<52=E[ 2] · 
k · yk 
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{ 
.. j.Qk (n-1) 

E[x .. x1·] e • + n e 
-j!2 (n-1) 

k (4.2.6) 

+ ej[.Ok(n+l)+2cJ-]+ e-j[.Ok(n+l)+2cJ.J} 

Wir spalten di~sen Ausdruck in .zwei Terme auf: 

62 
k 

= 62 
A 

+ 52 
B ' wobei ( 4 . 2 . 7 ) 

N-1 N-1 
52 

A = ~ L L E[xn x1 ] cos[nk (n-1)] (4.2.8) 

n=O l=O 
und N-1 N-1 

6'2 1 L L E[x X ] cos[.Ok (n+l)+2rJ(.] (4.2.9) = -B N n 1 
n=O l=O 

·2 . 
1 . Term ÖA _:_ 

Es gilt 

E[x X]- R(n-1) . (4.2.10) n 1 - ' 

wir betrachten daher den Index m;n-1 in der n·l·Ebene: 

N-1 ~N+1-------- -1--0 

1 
1 

0 1 -1 

l 
-1 0 1 

m ~ n - 1 
-1 0 1 

1 -1 0 1·· 

1 
o· 0--1--------- N-1 

0 1 . N-1 

n---
Bild 4. 2: Indexwerte m;n-1 in der n · l · Ebene . 

Aus Bild 4.2 ist zu entnehmen, wie häufig die verschiedenen m-Werte 

(m="'."N+1, ... ,N-1) auftreten. Da die Doppelsumme in Gl.4.2.8 selbst 
2 nur von m abhängt, kann G' A sofort in der Form 



.,,;. ·. 

- 46 "-

N-1 

L ( 1- 1: 1 
>" R(m) ' cos (.Qk m) (4.2.11) 

m=-N+1 

geschrieben werden. Andererseits ist das LDS des Prozesses {xn} 
gegeben 1durch (vgl. Gl. 2.1.4) . ' 

<Xl 

= R (m) cos (Qk m) (4.2.12) 

m=-oo 

so daß ~m Grenzfalle 

lim 6i 
N-.oo 

(4.2.13) 

2. Term 6~ _:_ 

In Gl. 4.2~9 für 5~ interessiert außerdem auch der Laufbereich für 

den Index i,;n+l in der n·l·Ebene 

N-1 N-1 2N-3~2N-2 

' 1 1 
2N-3 

1 1 2N-4 . 

1· 
2 3 4 5 N+l 

1 i 
. 

+ 1 n 
1 1 2 3 4 N 

1 1 
0 0- , ·_ . -· 2-·· -3 N-1 . . . 

0 1 . . . N-1 
n _ _,_ 

Bild 4. 3 l : Indexwerte i,;n+l in 'der .n · l ·Ebene. 

Wir sortieren nun die Doppels·umme in Gl. 4. 2. 9 so um, daß jeweils 
.. 1 

Glieder n:i'i t gleichem m-Wert zusammengefaßt werden, so daß R (m) aus-

geklammert werden kann. Mit Bild 4.2 und 4.3 ist leicht zu sehen, 
,... ... .. .. - ! ,' ' . ·. .· . ·,' 

·.:daß wir · über die Nebendiagonale .bzw. Parallelen dazu summieren, so 

daß C5 2 die . Form ·· ; . B 

. 1, 

. ; ., 
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N ... 

6~ = ~ f R(O) ·[ · cos~k (;q-2)+2d. ] . 

q=1 

N-1 

+ 2 L [ R(m) 

· m= 1 

N-m 

L cos[.nk(m+2q-?)+2oC]]} 

q= .1 
,,, , ' 

( 4 . 2 • 14 ) 

annimmt. , Oie erste Summe in Gl. 4.2.14 (Koeffizient von R(O)) 
1 

ist identisch Null; die ander~n .Summen können so umgeformt werden,. 

daß zu einem AKF-Wert. R (m) eine Summe mit genau m Cosinus-Te_rmen 

gehört (~gl. Anhang, Abschnitt 3.A). Dann wi~d Gl~ 4.2.14 

N-1 m 

6~ ~= - ~ L { R(m) L ~os[(2N-2-m+2q).D.k+2d-]} (4.2.15) 

m=1 q=1 

Mit I cos ( ·) 1 --== 1 ist sofort folgende Abschätzung ·möglich: 

N-1 
2 

~- m IR(m)I NL (4.2.16) 

m=1 

6 2 Es ist nun zu zeigen, daß B mit .N-co verschwindet, wobei nur vor- · 

ausg~set~t wird, daß die AKF R(·) absolut summierbar ist (~. Gl. 

2.1.9). Dazu beschreiten wir e~nen Weg ähnlich wie in /18/; wir 
. ' 

' 52 • wählen eine feste große Zahl P und -spalten Bin zwei Summen auf, 

. die dann 1abgeschätzt werden zu . 
1 

p N-1 

~ ma;{ { IR(m)I} , L m + 2 
1::!m~P _ 1 . m= . 

-~ 

_P (P+ l) 

L 
m=P+1 

(4.2.17) 

- 2 

. Nun halten wir die Zahi P fest µnd b_ilden den Grenzübergang N _.., eo • 

Der erste Term in Gl. 4.2.17 verschwindet dann mit P 2/N . Der 
1 

zweite Term bildet zwar einen Beitrag;, dieser kann aber, wenn wir 
' 

· P genügend groß wählen, beliebig klein . gemacht werden. Daraus folgt 

li~ 6~ = 0 
N--~ 

(4.2.18) 

1 

-· und ~dami ~ auch 

(4.2.19) 

. Gl. 4.2.19 ist genau der Beweis für die angegebene Behauptung. 
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4.3 Varianzverteilung im Bildbereich .für asymptotisch optimale 

und nicht optimale Transformationen 

Bei einer Reihe von Transformationen nähert sich die Varianzvertei­

lung im Bildbereich mit wachsender Blocklänge nicht der bei einer 
1 

' Loeve-Karhunen-Transformation eintretenden Varianzverteilung,, wenn 

ein ~rozeß mit Toeplitz-Kovarianzmatrix vorliegt. Solche Transfor­

mationen sollen als'nicht asymptotisch optimal bezeichnet werden. 

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß alle Transformationen, die 

nicht auf Abta~twerte von Sinus-Cosinus-Funktionen zurückzuführen 

sind, zu der letzgenannten Klasse gehören. Ihre Varianzverteilun­

gen im Bildbereich werden näher untersucht und verglichen mit den 

Varianzverteilungen asymptotisch optimaler Transformationen. 

4.3.1 Darstellung der Basisvektoren einer Transformation durch die 

Basisvektoreri einer Bezugstransformation 

Für die w~iteren Betrachtungen werden jeweils zwei Transformatio­

nen miteinander verglichen.~ sei die ·zu untersuchende Transfor­

mation und~ sei eine Bezugstransformation mit bekannten Eigen-· 

schaften (z.B. die DFT). 
T . . . . 

Die Basisvektoren ~k (k=1, •.• ,N) der Transformation A können durch 
T . .· 

die Basisvektoren gk von B dargestellt werden: 

wobei 

T 
~k = 

N 

L 
1=1 

b T 
ckl -1 k=1, ... ,N (4.3.1) 

(4.3.2) 

Die Entwifklungskoeffizienten gkl sind also die.Skalarprodukte 

zwischen je zwei Basisvektoren der beiden Transformationen A und B. 

Im folgenden wird deutlich werden, daß aus den Entwicklungskoeffi­

zienten ckl sehr gut auf die Varianzverteilung der Spektralkoeffi­

zienten im Bildbereich von A geschlossen werden kann: 
. 

Es werde ein Datenvektor. x mit beiden Transformationen transfor-

miert. Die Spektralkoeffizienten bei Verwendung von~ sind 

T 
yk = ~k ~ (4.3.3) 
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i1 
mit der \Transformation B entstehen die Spektralkoeffizienteh 

Der Koeffizient yk kann nun mit , Gl. 4,3.1 und 4.3.4 audh durch 

w 1 ,.~-~wN beschriebe n werden: 

N 

yk·, = L ckl wl (4. 3.5) 

. 1=1 
i 

Die Vari~nz von yk_ist dann 

N N 
I 6 ~ = L L ckl ckn E[wl wn] 

1=1 n=1 

. (4. 3.6) 

Wir setz~n nun und für die fo1genden . Betrachtun~en voratis, daß die 
! ' ' ' ' ,, ' 

Bezugstransformation Beine asymptotisch optimale Transformation 
1 -~ ' . - ------· - · ----------------

(zur Verarbeitung von Toeplitz-M~tr~zen) sei wie z.B. die DFT, DCT, 

DMA1T usw .. Dann sind die Koeffizienten w1 asymptotisch unkorre-
1 • 2 

liert (d.ih. E[w1 wn]-o, wenn l=!::n) und ihre Varianz~n E(w1 ] 

nehmen asymptotisch den Wert der· Leistungsdichte S(eJil) bei der 

Eigenfrequenz n =n1 des 1-ten Bc1sisvektors an. Die Freque_nzen n 1 
sind dabei äquidistant und mit 1 zunehmend über das Intervall 

(O,Tr) verateilt. Damit wird dann für die Varianzen6~ aus Gl:. 4.3.6 

' • ' ! 2 
· 11.m E5 = lim 
N-CD k N-0:1 

2 · j.Ql 
ckl S (e · ) (4. 3. 7) 

2 ' ' 
Das bedeutet, die Varianz G'k _k~~ll asymptotisch als gewichtetes 

Mittel des Sample..;LDS S ( ·) d~rgestellt werden. Die Gewichts­

faktoren sind die Quadrate .der Entwi~klungskoeffizienten ckl 

des Basisvektors ~~- nach :~~n Basisvektoren einer asymptotisch 

optimalen, aber sonst beliebigen Bezugstransformation. 

Die einem Spektralkoeffizienten~ yk bzw. Basisvektor~~ zugeordne­

ten Entwicklungskoeffizienten ckl er~auben daher eine Grenzaussage 

'über ·die Varianz (5~ direkt im Frequenzbereich, d.h. unter Kenntnis 

des Leistungsdichtespektruins des zu verarbeitenden Prozesses. 

Ist die B~zugstransformation B dieDFT, so sind die Entwicklungs-
. . ~ .· T 

koef~izienten ckl die dem Basisvektor ~k zugeordneten Fourier-
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koeffizie:nten; d. h. die Werte [ c1_f;l ; 1=1, ••• ,N J b~zeichnen das . 

II Spektrum" e~_:1e= -- --~~-~s isvektors ak , das aus der Fourier~ransfor­

mierten s ,eines II z e it: 1 :i.chen" Verlaufs (Komponenten von ~k) erhal­

ten wurd~. Die Kenntnis dieses. Spektrums gibt dann sofort Auf­

schluß, i'n welchen Frequenzbereichen aus dem Intervall (O,'lT) die 
. 2 . . .n · ' 

Varian~ 5k durch das tos S(eJ ) gemäß Gl. 4.3.7 besonders ~tark 

beeinflußt wird (nämlich bei Frequ~nzen mit hohen Werten von c~ 1 ). 

Zusamm_enfass~nd ergibt sich also di~ Varianz 6~ asymptotisch 

aus de~ Leistungsdichtespektrum S (ei
1

)' des Prozesses, gewichtet 

mit dem"s.pektrum" f c~l ; 1=1, ~ .. ,N.} des dazugehörigen Basis-
T . 

vektors ~k. 

4.3.2 Ban~breite eines Basis~ektors 

: . 

Zur Beurteilung der Varianzverteilung im Bildbereich ist es wichtig 

zu wissen', ob sich die Entwicklungskoeffizienten ck·l eines Basis­

vektors ~f ihrem Betrage · nach auf eine Frequenz bzw. Frequenzgruppe 

konzentrieren. Es ist leicht z~ sehen (Auswertung von Gl.4.3.6 t flir 

ein weißes Spektrum), daß 

N 

L 2 1 k=1, ••• ,N (4. 3.8) ckl = . , 
1=1 

Wir können nun mit Gl. 4.3.'8 jedem Basisvektor~~ eine Bandbreite 

Llflk (_fl_ zuordnen (vgl. Bild 4. 4) : 

r 

0 
.a-

N 

1 
n-

Bild 4. 4 : Definition der Bandbreite 6.0k (c) eines Basisvektors ~~ 
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: Defini
1

tion: Die Bandbrei te/:d1k(8) ·' . €~> o ~-eines Basisvektors i~ . 
ist di'.e ~klei~~tmögliche Bandbreite {l:)zw. der kleins,tmögliche . 

I _ndexb~reich lA,..~ 1 ~ lB) , d~e '. bis auf einen Fehler E., fast alle 

Koeffi~ienten 6~1 enthält, d~h. : 

lB 

, - L (4.3.9) 

l=lA 

Mit dieser ·o~finition können -die Basisvektoren bzw~ die dazu~e­

hörigen Transformationen •in zwei Klassen eingeteilt werden: 

I)Basisvektoren mit verschwindender · Bandbreite 

Wir definieren: 

Ein~ Ttansformation weist Basii~ektoren mit verschwindender Band­

breite iaut, wenn zu jedem E-> O iile Basisvektoren die Bedingung 

li'm ö.Dk{c) = O 
N-+CD 

{ 4 .. 3 • 10) 

erfüllen. 
1 

Ein Beispiel für die Entwicklurigskdeffizienten von Basisvektoren 

mit verschwindender Bandbreit~ ist iti Bild 4.5 angegeben. 

Bild 4.5 

.,. 

f 
0.8 

0;6 

lck 11 
0.4 

0.2 

0 

t 
0.8 

0.6 

lck1 1 
0.4 

0.2 

. o 

N=16 

k=7 

1 . 2 .3 4 S •. 6 7 8 · 9 , 10 11 12 13 14 15 ·16 

1-

32 · 56 64 96 128 
1 
1-► 

0 . ·, ~,r= ·..2. ,r 'ii 
·· N . '16 n..-

Beispiele für Entwicklungskoeffizienten von Basisvek-, 

toren ~~ mit verschwindender Bandbreite. 

A: DMA1T ; Bezugstransformation B: DFT 

Frequenz von ~r :-Ä~:~~:~~ = ·1~ '}f 
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. . 
Es ist

1 

gut erkennbar, daß sich mit · zunehmender _Blockl_änge . N die 

Entwic~lungskoeffizienten cki 'immer enger im Bereli.:ch •umnd~ , 
' I_ . . , . . . T . . ... 

der Eigenfrequenz des analysierten Basisvektors _§!k, konzentrieren. 

Bei verschwindender Bandbreite eines 'Basisvektors wird daher die . 

"~rianz ·o~ _6vgl. Gl. 4. 3. 7) as}'.'~ptotisch nur durch· die Leis_tungs-

dichte ! S (eJ "-) ~ei der Eigenfrequenz nk des _ Bas~svektors bestimmt. 

Sind diese Eigenfrequenzen .Qk gleichmäßig über (O ,'ir) verteilt, so 

sind die Varianzen der Spektralkoeffizienten, 6~ , und das Sample-

. L_DS asymptotisch gleichverteilt, d.h. die Transformation A ist ·' 

· asymptotisch optimal. 
1 

Zu ~en Transformationen mit Basisvektoren verschwindend~r Band-
· 1 .. 

-breite igehören alle auf Sinus~cosintis-Funktionen beruhenden Trans-

formationen. 

Wie sieht nun die allgemeine Form (Verlauf) eines Basisvektors _§!~ 

mit verschwindender Bandbreite at1:s? ·· · 

Ent~prechend Gl. 

lB 

~~ ~ I: .. 
. l=lA 

T 4.3.1 und 4.3 -~9 wird .§!k asymptotisch durch 

bT 
ckl -1 

1 (4.3.11) 

· beschrieben, d.h. als Uberlagerung von Sinusschwingungen dicht 

benachbarter Frequenzen. Mit zunehmender Blocklänge · N- oo sinkt 

· zwar nicht notwendig die zahl 1 1~-1_~+1 'der überlagerten ,Vektoren e.i, · 
wohl a_b~r der maximale Frequen'.zuriterschied der Vektoren e.i ; dies·er 

.·. . . . T . . . . 
_geht gegen .Null. Der allgemein~ V~rlauf von ~k entsteht dann aus · 

den Abtastwerten eines sinµsförm:i.gen ·Signa~s, das · mit e _inem zweiten 

S·ignal, : dessen maximale . frequenz mit wachsender Blockl.änge gegen 

Null geht, mul.tipliziert wird tvgl. c,ler Fal.l der "Schwebung"). 

· Ein typisches B~ispiel sind die . Basisvektoren der LKT für Prozesse 
• • ' •• • .; _ , • 1 

höherer ,Ordnung; ein solcher Basisvektor ist im Bild .4.6 darge- . 

stellt.· ,. 

':. .. -,: _, 

Bild 4.6 Basisvektor aus einerLKT der - Blocklänge N=64, . die einem. 

AR-10~Prozeß (To.ep'ri tz-Kovarianzmatrix) zugeordnet ist. 

• 1 
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Der dort :zugrunde gelegte AR-10:--Prozeß ist an das Langzei t-LDS 

· von Sprache angepaßt. Das"modulierende" Signal mit verschwinden­

der Frequ:eriz ist in Bild 4. 6 durch d.ie . ges.trichelte Hüllkurve dar­

gestellt. 

' Basisvektoren mit verschwindenderBandbreite werden also aus Sig-

nalen gebildet, die "kurzfristigll rein sinusförmig verlaufen, aber 
' ' ' 

"langfristig" ihre Phasenlage und Amplitude beliebig (aber sehr 

langsam) ändern dürfen. Solche Ba.sisvektoren mit verschwindender 

Bandbreite sollen als asymptotisch sinusförmig bezeichnet werden. 

Jedes Transfo_rmationssystein !2:_ .mit asymptotisch sinusförmigen 

Basisvektoren ist asymptotisc:h Optimal, wenn die Eigenfrequen-
• _1 . • 

zen der Basi'svektoren glelchmäßi~ oder asymptotisch gleich-

mäßig über das Intervall .(o;'ft) Verteilt sind. 

Sind zwei Transformationen asymptotisch optimal, so l;>edeutet es 

also noch lange nicht~ daß auch ihre Basisvektoren asymptotisch 

äquivalent sind, d.h. nach irgendeiner Fehlernorm asymptotisch 

übereinstimmen müssen. 

II) Basisvektoren mit nich;t vefschwindender Bandbreite 

Die bisherigen Betrachtu~gen so:I.lten nicht so sehr dazu äienen, 

weitere Eigenschaften asymptotisch opt~maler Transformationen auf­

zudecken, sondern vielmehr dazu, Kriterien zu finden, um nicht 

asymptotisch optimale Transformationen zu erkennen. Ein weiterer . ' , 

Schritt auf diesem Wege ist mm '.<lie .Untersuchung von Basisvektoren 

mit nicht' verschwindender Bandbreite. 

·Wir definieren: 

Eine Tran~formation weist Basis~ektoren , mit nichtverschwindender 

Bandbreit~ auf, wenn Gl. 4.3. ·10 nicht erfüllbar ist, d.h. wenn mit 
' 

mit wachsender Blocklänge N die . Baridbrei te ~Qk (c) · nicht beliebig 

kl.ein gemacht werden kann. 

Ein Beispiel · filr die Eritwicklungsk.oeffizienten ·von Basisvektoren 

IJ1it nicht !verschwindender Bandbre±teist in . Bild 4.7 angegeben. 
i . . . . ': 

Der ·~ergleich mit Bild .4.5 zeigt · detitlich; daß sich die Entwick-

lungskoeffizienten mit wachsen.d~r .Blocklärige hier nicht auf ein­

·schmales Frequenzband konzentrieren~ 

1 
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. Bild 4. 7 . , . . Beispiele für Enb1icklu11gskoeffi iienten von Basisvek;_ 
·. T . . . · .. · . . ·.. . 

toren ~k mit nicht verschwindender Bandbreite. 

A: DWT ; . Bezugstransformation B: , OFT 

Frequenz von ~~/ : .nk' ~ ~,r~ .· 
1 
~ 'fr 

Wie sehen nun die Basisvektoren mit nicht verschwindender Bandbreite 
J 

allgemein aus? Die Antwort. is.t sehr, einfach; sie ergibt sich sofort 
, , ' 

· · aus der Umkehrung des Teils I : ·, 

Ein Basisvektor mit nicht.verschw'indender Bandbreite liegt dann 

vor, wenn er nicht durch Abtastwerte von Sinus-Funktionen bzw. 

asymptotisch sinusförmig verlaufenden Funktionen dargestellt 

werden kann. 

Aus diesem Satz folgt unmittelbär~ d~ß eine Reihe von bekannten 

Transformationen wie ,dle DWT' DS'l\ (Diskrete Slant-Transformation, ' 

,/21/) und die Haar-Transfprmati,on :/15/ Basisvektoren mit nicht . . . ~ .. , ._ .' . 

~verschwindender Bandbreite aufweiseri. Bei diesen Transformationeri 

w:i:rß dann die Varianz ,eines ·spektral_koeffizienten auch· bei großer . 
. ' . ' \• . ,", : ' ' . . ' ,· ' ~ . ' : 

Blocklänge stets durch den .Ve~lauf des UDS über einen breiteren~ 

' . >üicht . verschwinde~~en Fr~q~'enzbe,rel~h -, festgelegt. 
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4~3.3 Nicht . asymptotisch optimale Transformationen 

,Mit . den Betrachtungen · aus Abschnitt.·'A. 3. 2 können wir nun folgenden , 
,. r . • . ·. , . i 

Satz beweisen: 

Jede Trc:3.risformation, die Basi~vektoren mit nicht verschwinden~ 

der Bandbreite aufweist, .ist nibht asympt;tisch optimai bei 

Prozessen mit Toeplit.z-Kovaric1nzmatrix . . 

Dieser Satz ist genau das Gegenstück zu dem Satz aus Abschnitt 4.2 

über Transformationen mit au~ 'sinus.-F~nktionen abgeleiteten Basis;... . 

vektoren. Mit Hilfe dieser beiden Sätze können wir jede Transfor~ 

rnation A . ..;nur unter Kenntnis des Typs von Basisvektoren - sofort 

und ohne weitere Rechnung einer der ·beiden Klassen (asymptotisc.h · 

.C optimal und nicht optimal) zuordne·n. · 

· Beweis: 

Eine Transformation ü;t nur dann ., asymptotisch optimal, wenn sie 

für jeden Prozeß mit Toeplitz-Kovarianzmatrix asymptotisch dieselbe 
• ' ' • 1 • ., - - .• 

Varianzverteilung im Bildbereich wie bei Verwendung einer LKT bzw . . 

wie das Sample-LDS aufweist. · Wir betrachten nun einen Prozeß mit . . . . ·a . 
streng monoton verlaufendernLDS S(eJ. ) . (z.B. AR-1-Prozeß, vgl. 

Bild 4 . 8) • t .. 1 • . 

1.s0 
s iejDl 

, 0 
0 

• ·Bild 4 .• 8 : LDS s (~jn) für einen AR~1.:.Prozeß. 

Die Bandbreite der Basisvektoren ·· geht nach Voraussetzung mit 
. . 

wachsender ,Blocklänge nicht gegen Null. Da entsprechend Gl. 4.3~7 
.. ·. . . ,' .. · . ; . · . . ·· 2 .· . . .· . .. ·. •· . t die Varianze~ 6 k der Spektralk?.effizienten asymptotisch · als ge-

. · wich,tete Mittel des LDS beschrieben werden, wobei hier die Mittelung 

'. '. uber .,einen nicht verschwindenderi 'Bereich.6.0>o durchgeführt . wird, : · . . 

:aie ::Va,rianz~n6~ ·nictlt die · EXt~emwerte des LDS, so , und su . 
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(vgl. Bild 4.8), annehmen. Es gil"t . daher 

su · + 1is0 == 6~ s s0 -ö .s
0

; (4;3.12) 

wobei die , Wert_e .6 s0 und .6 s0 mit wachsender Blocklänge nicht gegen 

Null ,gehen. _ 

Der Werteb~reich der Varia~zenff~ >ist .daher durch den .schraffier­

ten Bereich in Bild 4. 8 festgelegt: ·: [?ie Verteilu~g der 0~ kann , 

sich dannmit wachsender Blocklänge nicht der Verteilung des 

Sample-LDS nähern; womit der Satz bewiesen ist. · 

Anmerkung zum Beweis: 

Eine nicht -asymptotisch optimale Transformation kann auch einige 

Basisvektoren . (Anzahl L) mit verEichwindender_ Bandbreite aufweisen 

(z.B. der erste Basisvektor . bei . DWTund DST). Wenn der .Anteil L/N 

mit •~-.-ex:, gegen Null geht, wii;-d ·die >Varianzverteilung durch diese . 

L Basisvektoren nicht · beeinflußt, d.h. diese bilden ein~ "Null­

menge", so daß ~er angegebeneSatz •auch für solche Transformatio­

nen gültig ist. 

_4.3.4 Beispiele für Verteilungen von Entwicklungskoeffizienten 

In diesem Abschnitt sollen äb~chließen~ einige Beispiele zu den 

vorangegangenen Betrachtungeri angegeben werden. Es wurden die 

Entwicklungskoeffizienten ckl (~,1~1, ... ,N) für ~inige Transfor.,­

mationen A und der Bezugstransformation B ,= DFT bei der Blocklänge 

N=6 4 bere~hnet ~ Die Beträge· ·der w'eit.e , ck~ sind in Bild ' 4. 9 durch 

Schwärzungsgrade darg~stell t ; ;_ d :· h. : -je höher der I Betrag I ckl 1 , 

desto dunkler ist die entsprechend~ Komponente im Bild . 

B_ild 4. 9 ist folgendermaßen zu_ lesen: 

· oie k-te Zeile einer 11 Grauwertmatrix 11 enthält die Beträge der Ent-. 

;icklungskoeffizlenten; lck
1

1, :;für den k;;.ten Basisvektor ~~ der zu 

untersuchenden Transfor~ation ~ .· - Dle Varianz 6~ des zugeordneten 

Spektralkoeffizienten _ergibt sfch ·dann aus dem mit den Quadraten 

v~n ckl (1=1, . .-. ,N)_ gewichtet~n Mittel des über der Abszisse auf-:-
·• - - - . JG . 

getragenen' LDS _ S (e -_ ) . - -_ · -
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Bild 4.9 Darstellung der Beträge der Entwicklungskoeffizienten ckl 

durch Schwärzungsgrade für verschiedene Transformationen A. 

Bezugstrarisformation B=DFT; Blocklänge N=64 
. :- ··. 

OST: Diskrete Slai:it:..Transformation 
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Aus Bild 4.9 wird noch einmal der Unterschied zwischen den apymp.:.., 
. i 

totisch opt±malen und nicht optimalen Transformatipnen deutlich: 

Bei DCT. und DMA 1 T .,,konzentrieren sich die Entwicklungskoeffizien­

~en I ck~ 1 mit wachsender Blocklänge. auf der Hauptdiag~nalen. o·as 

LDS wird also·asymptotisch in.~ichselbst abgebildet; d.h: die 

Varianz~~ 6~ nähern sich dem Sample;...LDS. 

Bei DWT und DST dagegen ist zwa~die Hauptdiagonale auch ausgeprägt, 

jedoch konzentrieren sich die Entwicklungskoeffizienten auch auf 

der Nebendiagonalen und Parallelen dazu. Das LDS wird daher nicht 

asymptotisch in sich selbst abgebildet, sondern jeder Wert 6~ 
wird entsprechend der Grauwertverteilung der k-ten Zeile durch den 

LOS-Verlauf über einen breiten Frequenzbereich festgelegt. 

Gleichzeitig wird dadurch noch einmal.die Uberlegung zum Beweis in 

Abschnitt 4.3.3 deutlich: Die Entwicklungskoeffizienten im Neben..:. 

diagonalbereich beeinf 1 ussen a.ie Varianzen G'~ so, daß z .IL bei . 

einem monoton fallenden LDS im Bereich hoher Frequ·enzen (k-N) 

"zu große" Varianzen 6'~ und·· im. Bereic:h kleiner Frequenzen. (k _:1) 

"zu klein~" Varianz_en 'o~ gegenübe~ den entsprechenden LOS-Werten 

auftreten. Dadurch können dieExtremwerte des LDS_nicht erreicht 

werden. 

4.3.5 Ein aus den Entwicklungskoeffizienten abgeleitetes Abstands­

maß 

. . 

In diesem Abschnitt soll die Brauchbarkeit eines von Pearl in /7/ 

und /22/ verwendeten Abstandsmaß.es zwischen zwei Transformationen 

A und B diskutiert werden. J?earl-.verw_endet dort die Summe. der Ent-

wicklungskoeffizienten ckl, (~ nach •~ entwickelt) , 

N N 

S - · L '[ eil (4.3.13) 

k=1 1=1 

. die durch die Schranken 

( 4 • 3 • 1 _4 ) 

eingeengt wird. Sind A und B identisch, so ist S=N; bei größtmög­

cher Unterschiedlichkeit zwischen A und B sind alle Entwicklungs-.. ,, .. ·-
' . ,,. ' 

koeffizienten gleich großuridS nimmt den Minimalwert 1 an. Der 
' . 

Wert S ist daher ein Maß für die Ähnlichkeit zweier-Transformationen 

A und B. 
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Pearl ,gibt nun · in /7/ eine nOtw~nd:i.geund eine hinreichende Bedin-

~ gung für das Verhalten .s (N) I11.it. yächsender Biocklänge N ari, .die 

erfüllt sein müssen, damit .die T:fänsformationen A und B asympto­

tisch äqui v~l~nt sind, d. h., : daä jeweils eine Tr~nsfor;ation die 

· ~atrize~i : die~d~rch die _ and~fe ~ränsformaiion exakt dtagonalisiert 

_-· werden,. asymptotisch diagonalisieren karin. Wenn ~ z.B. die . OFT ist 

und A' sei . zu B asymptotisch äquivalent, so würde A zyklische Matrizen, 1 

aber-auch · /7/-Toepli tz~Ma trizen "asymptotisch diag~naL:i.sieren. Ist . . 
" " 

B die DFT ·, so kann man also die · Tr~risformation A auch für die 

Eignung zur Verarbeitung von. Toeplitz-Matrtzen überprüfen . 

. · Wendet man ·nun ·das Abstandsmaß ··vo~ ·j>earl auf die hier untersuch- -_ 

. te·n Transformationen an, sd zeig,t sich, daß die notwendige Bedin"'" 

~ung für ~symptot{sche Äquiva.le~z ' stets erfüllt ist, die h~inrei­

chende Bediriguri.g _aber praktisch.;nie·: Wenn die hinreichende Bedin.:.. 
__ ., -__ '. - - l . - .. .. - -· -.. -. .. · .. · _:· -._. . .-- . . . . . -
gung .abernicht ·erfüllt ist; so bedeutet es noch lange nicht, daß 

.-__ A: riicht d6ch To~pii tz-Matrizeh .(wöbe·i . ~=DFT) asymptotisch diago-

n.kl°isieren kanri.. So erfülleh ~;B. ·. die Paare DWT-DFT und DMA_1T-DFT 

'' ' beide nicht die . hinreiche'nde ' B,edingung, obwohl im ' 'Gegensa tz zur 

DWT die DMA1T sehr wohl TÖeplitz-::Matrizen asymptotisch diagonali- · 

· s'.ieren kann. 

bas Maß von Pearl ist also für die Untersuchung einer Transfoi-

mation A zur Verarbeitung von Toep1itz-Matrizen wenig brauchbar_. 

· · Die Ursache . dieser Unzulänglic_hkei t ist darin zu suchen, daß. das 

Maß S nach Gl. 4.3.13 nur . di~ -~plitudenverteilung c.ler Werte ckl 

b_erüc~sichtigt, n _icht aber unter_scheidet, ob z.B. ~ zwei von Null 

verschieden_e Werte _ ckl und ckm dicht benachbart sind ( 1 ~ m) oder 

weit aus~inander liegen. So könnten z.B. die Summen S für · die 

Paare DWT-:-DJ;T und DMA1T-'-DFT ~tw~ . gleich sef~, . aber die ~age .der 
.1 · -·. • .• •· . · , ·-•.··: : · 1· --_-

von Null _verschiedenen Werte ckl bestimmt dann, ob das LOS asymp-

totisch in sich selbst abgebildet: :wird oder nicht (vgl. Bild 4. 9 

-- _- tind Diskussion dazu) . . Im. letzter~ri '. Fälle ' (bei 'rä urnlich' weit . ge­

streuten ck1-Werten) liegt darin t:~ts.ächl ich keine asymptotische 

·:Äquivalenz vor. 
' 1. 

Pearl- hat außer diesem Abstartdsmaß - auch eine Reihe 

. ·angegeben, .· die _ den GÜteuntersch:i.ed, kennzeichrien, wenn •. statt ~--· . . ' . . ' " . . ' ' . · .. ': . ' 

,Transformation ~ eine Transformation --~ eingesetzt wird ( z .ß. ' 

', -:;;chied in ,; der, Cod~erverze;r~t1ng. b~i IÜockquantisie~ung)_. pi·ese:- . ' 

':. s~1ii;~nk~n},b~_rücksi6ht,i~e.~ 'ia,±e / s '~~tist~k . des zu . ver~rbeftenqe~ / PrÜ~ 
' •: ·1.'•,.i . . -:_,.:;: 
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zesses . entweder gar , nicht .17,22/ ode.r nur in viel zu grobem Maße 

/1B/. · Die . Güteunterschiede hängen aber sehr wesentlich von der 

Pro·zeßstatistik und auch von der ·verwendeten Blocklänge ab (vgl. 

dazu/11/, S.47 und auch ·/23/).y DieseSchranken sind also für 

praktische Fragen kaum bra6ch~ar bzw. viel zu grob; es ist sinn­

voller, sich typische Modellstatistiken des zu verarbeitenden · 

Prozesses herauszugreifen und dafür die gewünschten Gütemaße exakt 

zu berechnen. 

5. Eigenschaften der untersticht~n Transformationen am Beispiel 

eines Modellprozesses 

In diesem Abschnitt sollen ~in~~e der angegebenen Eigenschaften 

orthogonaler Transformationen ~n .einem Beispiel verdeutlicht wer­

den. Wir betrachten, einen Proz·eß mit Toepli tz-Kovarianzmatrix; 

einen autoregressi ven Proze~ J(). Ordnung, der dem Langzei t-LDS 

von Sprac~e angepaßt ist. Für diesen · Prozeß wurde~ eine Reihe 

von theoretischen Größen bexechnet; die Ergebnisse sind im folgen­

den dargestellt. 

5. l Varianzverteilung im Bildbe.reich als Funktion der Blocklänge 

Die Größeri bzw. die Verteilung der Varianzen 6~ im Bildbereich 

bestimmen maßgebend die Güte . ein~sTransformationssystems (vgl . 

. Abschnitt 2.4). Die Güte des · systems steigt um so mehr, je größer 

.· die Vari~nzun terschie·d~ . der>verschiedenen Spek tralkoef f i zienten 

· sind.Als Maß für die Stärke der .Varianzunterschiede wird die Größe 

N N 

G =;~[L 6~]/[T( 
k=1 k=1 :. 

(5.1.1) 

eingeführt~ Ihr Minimalwert G=1 ' wird . nur erreicht, wenn alle Varian­

, zen 5~ gleich groß sind.: sobald : ünterschiedlich große Varianzen 

auftreten gilt . G > .1 • 

Die Größe ·p ist gleichzei t~g . der;.Gewirin · bei Blot:kquan tisierung; 

-d.h. G. gibt die Verzerrungsve:r:ringerung an, die e~zielt wird; wenn 

die . Signalcodierung nicht ·lllit PC:M, · sondern mit Blockquan tisierunq · 

.. durchgeführt wird /11 /.~ ' 
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Bild 5. 1 zeigt einige Ergebnisse .in Abhängigkeit von der Block-

länge N . 

Bild : 5. 1 

2 4 16 32 64 

-DWT 

128 
N~ 

-Varianzvertei ,lungsmaß G (Gewinn bei Blockquantisierung) 

als Funktion der · .B
0

locklänge N für verschieden·e Trans-. ,, ' ' •. ,· .. : ' 

formationen. 

Prozeß: AR-1o~Pr~~eß / ~em Sprach~Langzeit-LDS nachge­

bildet. 

Bei der Blocklänge N:128 .~rreichf die LKT nahezu den Maximalwert 

von G; de~ sich erst ~ei unen~lrch ~roßer Blocklänge einstellt. 

Von den suboptimalen Transformationen arbeitet die DCT am besten, 

·· aa sie ja (vgl. Absch~itt 3.3) an Prozesse mit h~her positiver 

Korre·latio'n (ei~ solcher liegt hier in etwa vor) angepaßt ist. 

,Entsprechend arbeitet dann di~DSINT sehr ungünstig, da diese Trans-

1forfuation bezüglich ,der vorlie~end~n Prozeßstatistik extrem fehl-

··· angepaßt ist. Auffällig ist aber,. ,daß sämtliche Transformationen, 

· c11e .auf Sinus-Funktionen beruhen, mit w~ch~ender B10ci<1änge sich 
' . •.. .'.• .•' . ·•- • .· . 

dem G-Wert der LKT nähern~ Dies 1·s .t .auch zu erwarten, denn diese 

sind asyrnpto~lsch optimal. 



übrigen Transforma.t-_ioneri, 'die DWT und OST , (Diskrete .. · 

s '1ant.:;_~r~nsfcirma tion) erreichen 'sl:)ere'i ts bei der Blocklähge N= 1:6 

nahezu
1
.ihren Sättigungswert filf G~ · Eine Erhöhung der· Blocklänge 

kanh G lriicht nennenswert verljrö~~rn, da diese beiden Traniforma- . 

tionen : zu der Klasse der nicht asymptotisch optimalen Transfer...: 

mation~n gehören. 

5.2 Varianzverteilung _im Biidbereich für · nicht asymptotisch opti­

male Transformationen 

Wir wissen, daß bei allen asymptotisch optimalen Transformationen 

die Varianzen (5~ (k=1, ... ,N) sich dem Sample-LDS des Prozesses 

nähern·: Dabei sind die beiden Men9en [ G~ , V k l und das Sample-LDS 

_nicht ~ur asymptotisch gleichverteil,. t, sondern, die Folge { 6~, 
k=1, ... , N } geht mit wachsender Blocklänge direkt in da:s Sample­

LDS ._über, wenn 'die Basisvek~oren ~J nach steigender Frequen·z sor-

tiert sind. ' · 
' 

1 · 

Bei den nicht asymptotisch optimalen Transformationen kann man die 

Basisvektoren ganz ent~prechend nach ihrer . Sequenz /15/ (Zähl der 

Vorzeichenwechsel im Basisvektor) ' sortieren. Die Folge 

{6~ , k:=1., ... ,N} wird sich danri. nicht dem ;Sample-LOS nähern, aber 

in irgendeiner Form dem Sample-LD_S )ihnlich sein. Ein Beispiel für 

den AR-~O-Prozeß ieigt Bild s~2; 

Bild 5.2 

2,3 1 : Sample-LDS 
1.. 3 

.. ---< 2: Varianzen bei OST , .\ 

·, 

3: Varianzen bei DWT 

.. ,o~---4------+.;....;.;.-----'--+-,-----i 
1 32 

Varianzen G'~; k==J, ~ .. ,N für OST und DWT und Vergleich 

mit dem · Sample-L_DS ~ · 

Prozeß: AR-10-Prozeß, 'ifem Sprach-Langzeit-LOS nachge-

bildet~ · B16dk1änge N=1~8 . 

. · . . .:. ... _ , ., 

1 , ., 



Die Varianzen G: wurden dabei auf ih~en Mittelwert 

normiert. : 

1 
N 

N 

L 
k=1 

(5.2.1) 

Es ist ersichtlich, daß da:s auf der DWT ·oder OST beruhende "Spek-:­

trum" { 6f ~ k=1, ~ .. ,N} zumindest
0

b .~i tiefen Frequenzen (d. h. bei 

kle_ihen Werten von k) . das LOS recht gut approximieren kann. 

Bei höheren Frequenzen nehmen die· G'l z~ hohe Wert~ · an; die~ kann 

sofort durch die Größe der Entwlck.lUngskoeffizienten ckl der Basis­

vektoren~~ erklärt werden (vgl. ,Bild 4.9): • · 

Die Entwitklungskoeffizienten der .Basisvektoren ~~ mit k-N weisen 

auch bei tiefen Frequenzen no"c:;h<deutlich von Null verschiedene 

Beträge auf~ Bei diesen Frequenzen hat das LOS r:echt hohe Werte, 

die die Varianz 6~ - als gewichtetes Mittel des LOS (Gl.4.3.7) -

hochtreiben. 
\ 

Im Bereich k-rN sind außerdem die Varianzen C:5~ bei Verwendung der 

OST erheblich kleiner als bei der DWT. Dies kann ebenfalls mit 

Bild 4.9 sofort erklärt werden: Der .Vergleich der Darstellungen 

. der Entwicklungskoeffizienten in Bild . 4. 9 für DWT und OST ergibt, 

daß im Gegensatz zur DWT b~~ ~ef ost -die linke untere Ecke nicht 

ausgefüllt ist, d.h; die energiestarken niedrigen Frequenzen des 

LOS beeinflussen die Varianzen GI .für k-N bei der OST in erheb-

lich geringerem Umfange. . 

AÜs Bild 5. 2 ist ferner ersichtlich, daß _das "Spektrum" 

f6f; k=1, .•. ,N J nicht notwendig · stetig sein muß; es kann durch-

aus Sprünge aufweisen (s. OST für . k=96) ·. 

Generell läßt sich also sageH'l, . daß die Varian zen{6~; k= 1, ... , N} 
b~i nicht asymptotisch optimalen Transformationen nicht gegen 

das Sample-LDS konvergieren, ·soridern gegen einen davon abwei­

chenden nicht notwendig stetigen V~rlauf, der von Transforma-

tion zu Transformation sehr veischieden sein kann. 

Abschließend sei noch eine Bemerkung gemacht: 

Da .das ·z.B. auf der DWT beruhen~e ''Spektrum11 {G" 2 ; k=1, ... ,N} eine .. -·. . k 
gewisse Ähnlichkeit zum LOS ze;igf:,kann man statt des LOS bzw. des 

mittels DFT geschätztenLDS ' auch die mit der DWTgewonnene Folge 
·•·. 2 

{6k} zur< Cl:larakterisierurig _des 'Prozesses verwenden . . Gegenüber einer 
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spektralehschätzung mittels DFT, is:t bei der DWT ein ·erheblich 
. ·- .- . -. '· . . : . . -.-_ . . 

verringer~er Rechenaufwand gegeben. Ein Anwendungsgebiet ist die 

Parameterextraktion bei der Mustererkennung, .· wenn ·ein datenreiches 

Ereign.is zwecks Klass .~f i zierung . Illi t ' g~ririgdimensiona.lerri M~rkmals-, 

vektor z.B. durch wenige Stützw~'rte seines Spektrums beschrieben 

wird. 

Die DWT wurde auf diese Weise statt einer spektralen Schätzung 

mittels DFT ' in der Sprechererkennurig_ eingesetzt /24/ .- Erwartungs-:-
. . . . -

gemäß war i die Erkennungsleisturig , geringer als bei Verwendung der 
. . 

DFT, da die eine Ereignisklasse charakterisierenden Varianzunter.- ' 

schiede im. Spektr:um auf der B~sis der DWT geringer sind als bei . 
1 

Verwendung der OFT bzw. im LOS selbst.' Je nach Anwendungsfall kann . . . . . .· .·.... . . . . 

aber auch diese verringerte Erkennuhgsleistung ausreichend sein 
r . , . .-. , '.· 

bzw. in Verbindung mit anderen zut Kla~sifizierung eingesetzten 

. . Merkmalen i noch erhöht werden, -.-so. daß ,_'.3gf . . der gesamte Rechenauf­

wand immer noch geringer ist als · bei Verwendung der-DFT allein. 

6. Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse 

· Iri dieser Arbeit wurden eine, Reihe . _von orthogonalen Trans forma-
. .. 

tionen hinsichtlich ihrer Eignun~ ·zur-Verarbeitung bestimmter 

Prozeßklassen untersucht. Die wichtigs:ten Ergebnisse sind im fol-
. . . i . . 

genden zusammengestellt. 

Prozesse: 

* Nicht nur die Eigenvektören. eines . MA-1-Prozesses, sondern auch 

die eines AR-1:-Prozesses sind · Abtastwerte von Sinus-Funktionen. 

Für die Eigenvek toten des AR-1-Prözesses _wurden die Phasenlagen 

und engere Schranken für die : Lage der Eigenfrequenzen bzw. , 

Eigenwerte angegeben . 
. . ' 1 . . 

* Die Kovarianz-Matrizen, die_ durch ': die DCT, DSINT und DMA1T dia­

gonalis~ert werden, sind .wedE?r ·Toeplitz-Matrizen noch zyklische 

Matrizen (bis auf eine Ausnahme bei der DMA1T). Ihre Strukturen 
. . ' 1 . • . • ' .• :• . ·.· • .• . . • . 

wur~enl angegeben; . diese Strµk~'urein sind für .einige Beweise von 

Interesse und außerdem für 4iü ~achfolgend aufgeführten Punkt. 

* Es ist i nicht nur wicht,ig, .für ein_en Prozeß die optimale Trans­

forma tiön zu suchen, sondern :.ggf . . vorteilhafter,_ die Prozeß-
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Kovarianzmatrix so zu modifizieren · (z.B. durch Vertauschung 

der Komponenten im Datenvektqrf, daß 'sie durch eine gegebene 
• ' . ' · ,' 1 , • 

Transformation zumindest näher~ngsweise diagonalisiert wird. 

Voraussetzung dazu ist die .Kenntnis der im vorangegangenen 

Punkt ·erwähnt~n Matri~st;Ukturen. 
. . 1 • . · 

*Es ist gezeigt · ~orden, wie zu einer Toeplitz-Matrizenfolge 

asymptotisch äqui valente Matriz~nfolgen konstruiert werden 

können ,' die durch die DCT1 DSINT bzw. DMA1T. exakt diagonali­

siert werden. 

·* Werden :zwei asymptotisch äquival~nte Matrizenfolgen mit dersel-
.' 

ben Transformation verarbeitet, so sind ihre Kovarianz-Matrizen-· 
1 

folgen im Bildbereich asymptotiscI: identisch, d.h. sie stimmen 

asymptotisch für jedes Matrixelement überein. 

Transformationen: 

* Alle Transformationen, deren Basisvektoren aus Abtastwert,en von 
1 

Sinus-Funktionen beliebiger.Phasenlage bestehen, sind asympto-
1 . . • . ~ - . 

tisch optimal zur Veraibeitun~ von Toeplitz-Matrizen, wenn die 
. ' . , . 

Eigenfrequenzen der Basisvektoren gleichmäßig über das Intervall 

(O,'ir) verteilt sind. 

Beispie'le: DFT, DCT, DSINT, · t)MA ~T, DWPT. 

* Alle Transformationen, deren ·Basisvektoren nicht auf Abtastwerte 

von Sinus-Funktionen bzw. asymptotisch sinusförmig verlaufenden 

·· Funktionen zurückgeführt· werden · können, sind nicht asymptotisch 

optimal' · zur Verarbeitung von Toeplitz-Matrizen. 

Beispiele: DWT, Diskrete Slant":"'l'ransf., Haar-Transf .· . 

* Es liege ein Prozeß mi t ) roeplitz-kovarianzmatrix vor; die Basis­

vektoren 'der einzusetzenden···Transformatio~ seien frequenz- bzw. 

sequenzsortiert. Dann geht die Folge der Varianzen der Spektral­

k.oeffiz'. ienten für jede asympt_ot;isch optimale Transformation in 

das Sa~ple-LDS · über und .für jede nicht asymptotisch optimale 

Transformation in einen Verla.uf; . der mehr oder weniger stark 

von dem Sample-LDS abweicht~ 

* Fü·r die DCT und DSINT kann auch: analytisch gezeigt werden, daß 

diese Transformationen jeden 1\R-1-,Prozeß mit dem Korrelations­

koeffizienten r~+1 bzw. r7.'.;1 nahezu so gut wie eine LKT 

verarbeiten. 

1. 
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FolgerungJn ,filr die Auswahl ~±ne~ ·~ransformatio~: 

Der zu veiarbeitende Prozeß ~esi~ze eine Toeplitz-Matrix. Die Glite 

. eines T~a~sformationssystems ~ing~. dann nicht nur von der Trans­

formation, : sondern auch in starkem Maße von der Prozeßstatistik 

und der Blocklänge ab. Gegebenenfalls kann eine nicht asymptotisch 

optimale '1'.ransformation eine , asyniptotisch optimale Transform~tion 

bei kleine,ren Blocklängen w~it . übertreffen (vgl. / 11/,s.47) , aber 
. . . 

' . . . . 
genauso gut auch erheblich schlechter arbeiten. 

Bei sehr g;roßen Blocklängen arbei te-t jede asymptotisch optimale 

Tra1:1sform~tion fast so gut wie die ' LKT. Bei kleineren Blocklän­

gen, die aus Aufwandsgründen -~ odei~eil das Signal sonst nicht 

mehr quasistationär ist - eingesetzt werden, gelten folgende Richt­

linien bei· Verwendung asymptoiisch. optimaler Transformationen: 

* Bei stark positiv korrelietten Prozessen sollte die DCT einge­

setzt werden. 

* Bei stark negativ korrelierten · Prozessen sollte die DSINT ein­

gesetzt werden. 

* Ist der Prozeß instationär ~it stark wechselnden Korrelationen, 

dann so'llte die Transformation Umschaltbar gemacht werden oder 

aber eine "neutrale" Transformation wie die OFT eingesetzt wer-:­

den, die nicht speziell signalangepaßt ist. 

~ Wenn der Prozeß näherungs'4eise durch einen MA-1-Prozeß beschrie- · 

ben werden kann, so ist der .Einsatz der OMA 1 T sinnvoll. Diese . ; . . ' ·. · · . . · . . 

Transformation kann jede Kovarianzmatrix eines MA-1-Prozesses 

mit beliebiger Korrelation exakt , diagonalisieren. 
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Anhangi 

1.A Durchführung der DMA1T mittels der DFT 

Aus dem zu transformierenden Daterivektor 

(1.A.1) 

wird durch Ergänzen mit Nullen ein Vektor v mit 2N+2 Komponenten 

gebildet: 

T 
• •• , XN' O; ••• , O) (1.A.2) 

Der Vektor v wird mittels einer · DFT der Blocklänge N*= 2N-+2 in den 

Vektor 'w mit den Komponenten wk überführt: 

L
N e-j 2;tfn.,k 

n=1 

X ; k~0,1, ... ,2N+1 n 

Der gesuchte - dur:-ch · die DMA 1T-- transformierte - Vektor y , 

' , 

ist dann einfach 

; k=1; •• . · •. 1,N 

(1.A.3) 

(1.A.4) 

(1.A.5) 

Die Rücktransformation ist leicht zu finden, da für die DMA1T gilt 

T 
~DMA1T = ~DMA1T (1.A.6) 

DerVektor . y wird daher in der gleichen Weise rücktransformiert 

wie di~ Hintransformation für~ au~geführt wurde. - . ·" . · . . · 

2.A Durchführung der DSINTmitt~ls : der DFT 

Aus dem zu transformierenderi Datenvektor x (s. Gl~ i.A.1) wird 

durch Ergänzen mit Nullen ~i'n · Vektor_ v mit 2N Komponenten gebildet: 

(2.A.1) 

Der Vektor v wird mittels einer DFT der Blocklänge N..,_= 2N in den 

Vektor w mit den Komponenten wk überführt: 
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N 

wk ~ L k=O, 1 , ... , 2N-1 (2 .A. 2) 

n=1 

Der gesuchte - durch die DSINT trän~formierte - Vektor y nach 

Gl. 1.A.4 ist dann 

k=1, ... ,N (2.A.3) 

Oie Rücktransformation von y nä~h x erhält man leicht mittels der 

Ub 1 d . -1 T . 
er egung, aß Ja A = A · , 

1 - -

. · .. ·. T 
al~o x = A y. Mit Gl. 3.4.1 für 

die Basisvektoren von A ergibt sich dann 

N 

xn ={i L Yk 
k=l 

( 2n""'.1) k J1 
2N n=1, ... ,N (2.A.4) 

Gl. 2.A.4 :iann entsprechend über die DFT ausgeführt werden. Dazu 
' 'II wird aus y ein Vektor w mit N = 2N Komponenten gebildet: 

... , (2.A.5) 

1 

Der Vektor w wird mittels der inversen DFT in den Vektor v über-

führt: 
N 

V = n L n=O, 1, ... ,2N-1 (2.A.6) 

k=1 

Der gesuchte Vektor~ ist dqri:n gegeben -durch 

xn ~ ~ Im [vn) ~ n=1 -, '. · •• ,N · 

·3.A Formeln zum Beweis des ' Satzes in .Abschnitt 4.2 

(2.A. 7) 

Im Abschnitt 4. 2 werden in Gl-. · 4 ~ 2 14 einige Formeln für Summen 

von Cosinus-Termen benötigt, die hier zusammengestell,t sind. 

Wichtige Voraussetzung ist die ~leibh~ng l .. .,. , . .· ·.·. ,. _ _.. : . . 

·nk::: p~r'Jr , wobei p·r n~türliche Zahl , (4.2.1) 

um Periodizitäten bezüglich N ,a\.1Sf1:Utzen zu können. Wir benötigen 

außerdem einige Formeln, die ·in _/20/ ·angegeben sind: 

/ 



wobei 

und 

N 

,) : ' cos (n ·v+ß) = cos 

·n=1 

N 

·[cos n•v 

n=1 

! : 

N 

Esin n·v = 
n=1 

. · [N+1 ] ·· , , [N ' ·] sin - 2-. v sin 2 v . 

. ·v 
sin ·"i". 

I) Es interessiert die Summe 

N 

s0 = ) : cos[.Qk ( 2q-2) +2~:J 
q=l . 

Mit Gl. 4.2.1 gilt auch 

s = .o 

N 

[ _co~(2nk•q + ·2d..] 

q = 1 .. t_.,-, . ._.., 

-=V .:ß 

Mit Gl. 4.2.1 und Gl.3.A.1 bis 3.A.3 wird 

N 

- sin ß L sin n•v 

n = 1 ( 3 .A. 1 ), 

(3.A.2) 

_(3.A.3) 

(3.A.4) . 

(3.A.5) 

2d.[-l+ sin(2Nilk+ük) ] · 

2 , 2 Vs innk : . .·... / / r'--=2.____ 
. 1 ·.. . sin[(N+1)flk] sin(NDk) 
=2 ..;.sin2~ ------'-"------

so daß schließlich 

II) Es interessiert die Summe 

N-1 

· Es ist 

s 1 = .L cos [.nk ( 2q-1 r ·+ 2Q(.J 

q=1 

N-1 

L 
q=1 

N 

L 
q=1 

sin.C\ 

( 3 .A. 6) 

(3.A. 7) 

. (3.A.8) 
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Entsprechend Gl. 3.A.5 folgt sofort, daß die erste Summe in Gl. 3.A.8 

Null ist; daher wird s 1 mit Gl. 4~2.1 

ls, =- cos[2o< -.Qk]. (3.A.91 

III) Es interessieren die weiteren Summen 

N-m 

Sm := L cos[.Qk (m+2q-2) +2d..} .. für m=2, 3, 4, .... 

q=1 

(3.A.10) 

Wir brauchen nun kaum noch zu rE:!s:hnen:, denn die Summe in Gl. 3.A.10 

kann stets so ergänzt werden, d~ß gerade die Summe s
0 

bzw. s 1 ent­

steht. Durch die hinzugefügten Terme ist der Wert S dann festge-
m 

legt: 
m 

Sm = - ) ~ cos [ ( 2N-2-m+2q) .{lk +2ot.] 

q=1 

m=2, 3, ... (3.A.11) 
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