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Technischer Bericht Nr. 190

‘

Uber einige asymptotische Eigenschaften orthogonaler Trans-—

formationen zur Diagonalisierung von Toeplitz-Matrizen

Zusammenfassung:

‘In der digitalen Signalverarbeitung werden orthogonale Transfor-
mationen auf vielen Gebieten eingesetzt wie Mustererkennung,
Codierung und Wiener Filterung. Statt der optimalen Loeve-Kar-
'Hunen—Transformation werden oft suboptimale, d.h. nicht an die
‘ProieBstatistik'angepaBte Transformationen Verwendet,_die aber

mit einem schnellen Algorithmus implementiert werden k&nnen.

In dieser Arbeit wird der wichtige - 2.B. bei Sprach- und Bild-
signalen auftretende - Sonderfall von Prozessen mit Toeplitz-
Kovarianzmatrix betrachtet. Es wird untersucht, ob und unter
~“welchen Bedingungen suboptimale Transformationen nahezu die
,Elgenschaften elner Loeve Karhunen—Transformatlon erreichen,
d.h. die Toeplitz-Matrix zumindest asymptotisch mit wachsender
Blockldnge in eine Diagonalmatrix im Bildbereich liberfiihren
kénnen (asymptotisch optimale Transformationen).

Es wird gezeigt, daB alle orthogonalen Transformationen, deren

- Basisvektoren aus Abtastwerten von Sinus-Funktionen beliebiger
Phasenlage mit lUber dem Intervall‘(o,q) gleichmdBig verteilten
Eigenfrequenzen bestehen, asymptotlsch optimal sind; wahrend alle
Transformationen, deren Ba31svektoren nicht auf Abtastwerte von .
Sinus-Funktionen zuruckgefuhrt werden konnen, zu der Klasse der

nicht asymptotisch optimalenlTtansformationen\gehéren.

Heinrich-Hertz-Institut
Der Bearbeiter
b \
(Dipl.-Ing. R. Zelinski)
Der Abteilungsleiter : - Der st1t ;7d1rektor

T bK | | ) | ' pt.zgli;;y(’
(Dr.-Ing H. Voge) "y, } . (Dr.-Ing. H. Ohnsorg '

‘m,Berlin-Charlottenburg, den 21.5.76



' Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Eigenvektoren und Eigenwerté.von Toeplitz-Matrizen

Prozesse mit. Toeplitz-Matrix als Kovarianzmatrix
Transformation in den Bildbereich
Die Loeve-Karhunen-Transformation

Asymptotische Eigenwertverteilung von Toeplitz-Matrizen

'Eigenwerte und Eigenvektorén bei speziellen Prozessen

Moving-Average-Proze8 1. Ordnung (MA-1-ProzeB)
Autbregressiver ProzeB 1. Ordnung (AR-1-ProzeB)

Prozesse hdherer Ordnung

Suboptimale Transformationen

Die Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

Die komplexe DFT '

Die :eelle:DFT

Beispiel fiir 'einen Prozef mit zyklischer Kovarianz-
matrix ' ' |

Die Diskrete Moving—Average—1—Transformation (DMA1T)
Die Diskrete Cosinus-Transformation (DCT)

Die Diskrete Sinus—Transformation (DSINT)

Die Diskrete Wiener,?rozeB—Tiansformation (DWPT)

Die Diskrete Waléh4Transformation (DWT)

Vergleich von Matrizenklassen

AsymptOtische Eigenschaften im Original- und Bild-

bereich )

Asymptotisch dquivalente Matrizenfolgen
Definitionen und Beispiele

Asymptotische Eigenschaften der Kovarianzmatrix im
Bildbereich :

Asymptotische Eigenschaften der Eigenwertverteilungen
Asymptotisch optimale Transformationen
Varianzverteilung im Bildbereich fiir asymptotisch
optimale und nicht optimale Tranéformationen
Darstellung der Basisvektoren einer Transformation
durch d;e Basisvektoren einer Bezugstransformation

Bandbreite eines Basisvektors

Seite'

N : #oa

[N U i S
0 ~N N

19
20
22
26
29
30
32

34
34
34

39
41
42

48

48
50 ..



Seité'.
4.3.3 Nicht asymptotisch optimale Transformationen ‘ 55f
4.3.4 Beiépiele flir Verteilungen von Entwicklungskoeffi-
zienten 56

4.3.5 Ein aus den Entwicklungskoeffizienten abgeleitetes

AbstandsmaB ' : A 58
5. Eigensbhaften der untersuchten Transformationen am
Beispiel eines Modellprozesses 60
5.1 Varianzverteilung im Bildbereich als Funktion der ]
Blocklénge it _ ‘ ~60
5«2 Varianzverteilung im Bildbereich fir nicht asymptotisch
optimale Transformationen : 62
“ B Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse 64
Anhang
1.A  Durchfiihrung der DMAIT mittels der DFT 67
2.A  Durchfiihrung der DSINT mittels der DFT 67

Y Belk Formeln zum Beweis des Saizes in Abschnitt 4.2 68

Literaturverzeichnis « ’ ; g




1. Einleitung

Viele in der digitalen Signalverarbeitung auftretenden Sigﬁalé
"sind Vektorprozessé ﬁit statistiséhen Abh&ngigkeiten der Vektor-
;f» - komponenten untereinander. Als Beispiel seien Kanalvocoaersignale
' oder blockweise abgetastete Sprach-, Bild- und MeBwertsignale
genannt. Bei der Verarbeitung sblcher Prozesse werden h&dufig
orthogénale Transformationen eingesetzt, um das Signal vom_Ori-
-ginalbereich in einen Bildbereich zu uberfuhren - Anwendungsge-

blete dieses Prinzips sind:

© % Mustererkennung: Der zu klassifizierende Merkmalsvektor kann

im Bildbereich sehr oft durch nur wenige Komponenten beschrie-
ben werden, wobei der Klassifizierungsfehler nur geringfiigig
zunimmt. Die Weiterverarbeitung des'Musters mit geringer Dimen-

‘sionalitit verringert den Rechenaufwand betrichtlich /1/.

*Codierung: Werden den einzelnen Vektorkomponenten im Bildbereich
je nach ihrer Varianz Quantiéierer mit unterschiedlicher Bit-
zahl zugeordnet, so wird gegeniiber einer PCM-Codierung bei sonst
gleicher mittlerer Ubertragungsrate eine geringere Codierver-
zerrung erreicht /2,3/. ’

"% Wiener Filterung: Bei geeigneter Transformation sind die Kom-

~ponenten des Signalvektors im Bildbereich exakt oder néherungs- 
weise unkorreliert. Die Weiterverarbeitung im Bildbereich kann
dann skalar mit geringem Rechenaufwand erfolgen (d.h. jede Kom-
ponente wird unabhdngig von den -anderen verarbeitet), wobei der
Schdtzfehler gegeniiber einer vektoriellen Weiterverarbeitung

nicht bzw. nur geringfiigig zunimmt /4/.

‘Die filir.ein bestimmtes Kriterium (z.B. kleinster mittlerer gqua-
dratischer Fehler) optimale Trénsfdrmation‘ist(in der Regel von
~ der Statistik des zu verarbeitenden Prozesses abhingig; sie ist
unter dem Namen Loéve-Karhunen-Transformation:bekannt und iiber-
- filhrt die Kovarianzmatrix des Prozesses in eine Diagonalmatrix
im Bildbereich. Ihr Nachteil ist der hohe Rechenaufwand zur Durch-.
fiihrung der Transformation. Daher werden hdufig Transformationen
-eingesetzt, zu deren Durchfuhrung ein schneller Algorlthmus exis-
tiert, wobei in Kauf genommen wifd,~daB wegen der nicht optimalen
" Anpassung der Transformation an ‘die Signalstatistik ein groBerer
Verarbeitungsfehler auftritt bzw. die Kovarianzmatrix im Bild—v

i bereich keine Diagonalmatrix mehr ist  (Suboptimale Transforma-

. tionen).



In dieser Arbeit wird ein wichtigeﬁ‘Sonderfall von Vektorprozessen

betrachtet, der dann vorllegt, wenn die Kovarianzmatrix des Pro-

zesses durch eine Toeplitz-Matrix, /5/ (strelfensymmetrlsche Struk~

- tur) beschrieben werden kann. Dies ist z.B. der Fall bei block-
weiser  Abtastung eines Sprachsignals’oder der Zeile eines Bild-
signals. Zur Verarbeitung von Toéplitz—Matrizen werden eine Reihe
von suboptimalen Transformationen untersucht. Von besonderem
Interesse ist dabei das asymptoﬁiséhé Verhalten der Transforma-
tibnen mit>wachsender Blockldnge. .Einige in jﬁngster Zeit er-.

‘schienene Verdffentlichungen zu diesem Gebiet /6,7/ lassen eine

Reihe von wichtigen'Fragen noch offen. In dem vorliegenden Bericht.

. werden bekannte Ergebnlsse mit neuen Ergebnissen in Beziehung

gesetzt, die theoretischen Zusammenhange werden angegeben und
Aussagen liber den praktischen Einsatz verschiedener Transforma-

tionen gemacht.

2. Eigenvektoren und Eigenwerte von Toeplitz-Matrizen

 D1eser Abschnitt enthdlt W1cht1ge Definitionen und Aussagen zu
den Eigenvektoren und Eigenwertverteilungen der Kovarlanzmatrlzen
spezieller Prozesse. Diese Ergebnisse konnen spédter verwendet
Werden, um abzuschidtzen, welche suboptimalen Transformationen

fiir bestimmte ProzeBklassen besonders geeignet sind.

2.1 Prozesse mit Toeplitz-Matrix als Kovarianzmatrix

Es liege ein reellwertiger stationdrer stochastischer ProzeB {xn}
 mit.dem Mittelwert Null vor, der z.B. aus den Abtastwerten eines
Sprach~ oder Bildsignals entsteht. Sein Leistungsdichtespektrum

~ (LDS) mit der normierten Frequenz {2 sei

- -

s, = -m.0 3 , (2.1.1)

‘wobeif)=Tder halben Abtastfrequenz entspricht.
. .Seine Autokorrelationsfunktion (AKF)

R(1) =E [x (2.1.2)

Xn+1 ]

‘;;fWird aus dem LDS durch die inverse Fourier-Transformation



, " , ,
R(‘l) = 5 fS( J e,J. “an ' | (2.1.3)
bestimmt, so daB auch gilt:

) = j{: R(1) e 312 . S (2.1.4)

k=-®

S(ejﬂ

Aus def Abtastfolge wird ein Datenblock bzw. Datenvektor der
Liange N gebildet: ‘ B

_}E - (X1' e s o ¥ XN) . (2.1.5)

Die Kovarianzmatrix R . des Prozesses {x}ist dann

._R..xx'z E[‘?_(.E ] ’ T3 i (2-1.6)
N ) . L] L] " ‘ o’ .
»wobel die Mat;lxelemente (Bxx)kn:dle Bed;ngung

(R )y = RCIk-nl) , k,n=1,...,N (2.1.7)

erfiillen. Die Matrix

R(0) R(1) ...~ R(N—i)

R(1) R(0) ... R(N-2)
Rex = 'L | (2.1.8)

R(N-1) R(N-2)... R(O)

géhﬁrt zu der allgemeinen Klasse von Toeplitz-Matrizen, die durch

ihre Struktur gekennzeichnet sind. Sie weisen auf der Hauptdia-
‘gonalen und Parallelen dazuvjeweils'nur gleich groBe Elemente auf
(nicht notwendig symmetrische'Matrizen!) und wurden erstmals 1911
von O. Toeplitz néher untersucht /8/.

'»Wir‘wollen im folgenden jedoch - wie in einem breiten Teil der

* Literatur {iblich - mit dem Begriff Toeplitz-Matrix stets eine

. Kovarianzmatrix eines stationdren Prozesses mit der symmetrischen

_ Strhktur gemdB Gl. 2.1.8 verbihden AuBerdem soll fiir die weiteren
,vBetrachtungen vorausgesetzt werden, daB die AKF R(:) nlcht nur
quadratisch sondern auch absolut summlerbar ist, d.h.



+®

Z IR <L <= ..

l:—&)

N

(2.1.9)

- Diese Eigenschaft wird von fast allen fiir die Praxis interessan-

ten Prozessen erfiillt, z.B. von allen Prozessen, die durch ein

:Modelljmit endlich vielen Polen”und‘Nullstellen beschrieben wer-

den kénnen. Fir derartige Prozesse klingt die AKF sogar exponen-

tiell ab.

2.2 Transformation in den Bildbereich

Es stehe eine lineare orthogonale Transformation A (Elemente

B k,n=1,...,N) zur Verfﬁgung, wobei der k-te Basisvektor

der Transformation,

._.k‘ k1l._""'l knl e oy kN . ’

durch die k-te Zeile von A gebildet wird.
Der Vektor x wird durch die Abbildung

y =AX
bzw.

‘ T . :
5, = ik X : k=1,..f,N

in den Bildbereich iiberfiihrt mit den Komponenten

' o
Y= (¥Yqr ccer y)™ -

Die Matrix A sei ferner orthonormal, so daB

al=aT .

Fiir die Kovarianzmatrix im Bildbereich,

_ T
Ry =Elxy ]

14

gilt mit Gl. 2.2.2 und 2.2.5

Byy _égxxé

A:Die Varianzen der Spektralkbeffizienten Yy

k=1,...,N

(2.2.1)
(2.2.2)
12: 23]
(2.2.4{
(2.2.5)
(2.;.6{

(2.2.7)"



‘6'}2(=E[y}3] e ‘ 2.2

denen spdter noch besondere Bedeutung zukommeh witd, sind als

Elemente der Hauptdiagonalen von Byy durch Gl. 2.2.7 festgelegt.

2.3 Die Loeve-Karhunen-Transformation

Fir die drel in der Einleitung angegebenen Anwendungen (Muster—
-erkennung, Codierung, Wiener Filterung) kann gezelgt werden, daB‘
bei dem Kriterium des kleinsten mittleren quadratischen Fehlers
die optimale Transformation A durch die LoéVe—karhunen—Transfor—
mation (LKT) gebildet wird. Bei dieser Transformation sind die

. T . : = . ;
Basisvektoren Ek die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix Bxx ; sie

sind im allgemeinen von dem zu verarbeitenden ProzeB abhidngig.

“"Die Kovarianzmatrix im Bildbereich ist dann eine Diagonalmatrix

R = o . 2 (2.3.1)

Die Werte A sind die Elgenwerte der Kovarianzmatrix R < Das-
bedeutet, daB die Varianzen 6 der Spektralkoeffizienten Yy mit

den Eigenwerten Ak identisch 51pd.

2.4 Asymptotische Eigenwertverteilung von Toeplitz-Matrizen

>

Flir alle drei in der Elnleltung angegebenen Anwendungen werden
sowohl die Giite des Ver fahrens als auch die Systemparameter
ausschlieBlich durch die Varianzen Gk (k=1,...,N) der Spektralf

koeffizienten festgelegt, so daB diese Werte fiir den Entwurf. und
Vdie-Beurteilung eines Verfahrens von grofer Bedeutung sind.
Leider glbt es bei beliebiger Transformatlon A kaum eine expli-
zite Losung zur Bestimmung der Gr&Ben 6 . Ist A die Loeve ~Kar-
hunen—Transformatlon - und sind damit dle Varianzen 6 die Eigen-
werte von R - so kann zumlndest eine Grenzaussage fur die

_ XX
Eigenwertverteilung angegeben werden. Dieser Satz geht auf G.




Szegd zurtick und sagt aus, daB die éigenwerte A "”'AN -
asymptotisch genau so verteilt sind wie die Werte des. Lelstung -
dlchtespektrums S(ejﬂ) bei N &dquidistant verteilten Frequenzen

im Intervall (0,%), d.h. wie die Werte
5 jﬂ :
S (e

ky o, nk=-§’fr,— K=1,...,N . O (2.4.1).

Das bedeutet be1 hohen Blocklangen N kdnnen die Eigenwerte A

jo
durch die Sample-Werte S(e %) des Lelstungsdlchtespektrums
("Sample-LDS") mit asymptotisch geringer werdendem Fehler ersetzt

werden.

Szegds Theorem lautet exakt /9/:

Es sei F(¢) eine beliebige stetige,Funktion, definiert. auf dem
- "ﬂ

Intervall,[ndn-{s(eqn)}, max {s(e?™) }] mit2=0...%

Dann gilt:

F(A,)+. ... +F () ; . ,
. 94+ ol
lim — B. o -";r fF [se?™) ]an . (2.4.2)

N+

DaB die zuvor angegebene Interpretaﬁion in Gl1. 2.4.2 enthalten
ist wird deutlich, wenn man in der linken Seite von Gl. 2.4.2 die
Elgenwertelk ‘durch die Sample-Werte des LDS s(ed® K) ersetzt.
Danp steht auf der linken Seite von Gl. 2.4.2 gerade die Rie-

mannsche Summe filir das rechts angegebene Integral.

Das Theorem nach Gl. 2.4.2 ist eine recht wichtige und interessan-
te Aussage: Die Kovarianzmatrix Ry kann iber G1. 2.1.3 aus dem
LDS definiert werden. Die Eigenwerte von R fihren dann asymp-
totisch auf das"erzeugende"LDS zuriick.

Die Gl. 2.4.2 ist ein wichtiger Schritt fiir viele'Betrachtungen
wie Berechnung der Redundanz eines Prozesses, Bestimmung der éate—
Distortion-Funktion oder hier Berechnung der Gilite eines Transfor-
mationsverfahrens fiir-den Grenzfall groBef Blockldngen, da die ‘
schwer zu bestimmenden Eigenwerte einfach durch das LDS ersetzt

werden konnen.

Bei endlicherABlocklénge N lassen sich zumindest Schranken fiir

"die Eigenwerte Ak angeben /5/ :



A > min - {se™} vk o (2.4.3)

o T =g
A, = max {se?™} , vk . (2.4.4)
" 2=0...7 5 L4 ; . :

Das bedeutet, die Eigenwerte beweQén sich in ihrer Gr&Be zwischén

den Extrema des LDS und kénnen daher stets in der Form

' : : 30, : | :
A; = St(e e osQ, =T , Vi - (2.4.5)

angegeben werden.

2.5 Eigenwerte und Eigenvektoreh bei spezielién Proiessen

AuBer dem Theorem von Szegd kOnnen i.a. filir einen beliebigen
ProzeB'keine ndheren Angaben ﬁbér die Eigenwerte bzw. Eigen=-
vektoren von Bxx getroffen werden. In den ndchsten beiden Ab-
schnitten werden zwei Sonderfdlle behandelt, die zumindest teil~
weise einer analytischen Lésuhg zugdnglich sind. "

1

2.5.1 Moving—Average-ProzeB 1,0rdnung (MA-1-ProzeB)

Ein Mov1ng—Average ProzeB {x } ("Gleltendes Mittel") der Ordnung
"M kann durch die leferenzenglelchung

x, =€+ zz: hy €y | (?.5.1)
i=

 beschrieben werden. {6 } i eine unkorrelierte Zahlenfolge, deren
vVarianz aus Normlerungsgrunden so gewdhlt werde, daB R(O)*E[x 1=1

gilt. Filir M=1 erhdlt man eine tridiagonale Kovarianzmatrix

1 r O ... O

F 3 'E sse 0 : '
Ryx = 0 T 1 see il " (82 8.2)
O O O ... 1

wobei

r = R(1) mit |r|s% Y50 w4 . (2.5.3)



Das Leistungsdidhtespektrum ist nach Gl. 2.1.4 sofort durch
0 | .
s(e?™) =1 + 2r cosa d (2.5.4)

' gegeben.

Gesucht sind die Eigenwerte A,, ..., A

A
1 kr =7
(1),...,g(k),...,g(N§ von ka, wobei

und die dazu-
gehdrigen Eigenvektoren u

der k-te Eigenvektor durch

XX =

BTt SRR T b (2.5.5)..
beschrieben wird.
Die Eigenwertgleichung
R._u=Au - : . (2.5.6)

fiihrt mit Gl. 2.5.2 auf ein System von N homogenen linearen

Differenzengleichﬁngen, die bis auf die erste und letzte Gleichung

alle die Form
ru _, + (1-A)un +ru.,,=0 ;2=n=N-1 (255.?)

aufweisen. Eine solche Differenzengleichung kann durch den
Potenzansatz /10/

u =z ~ * (2.5.8) -

geldst werden, wobei man mit Gl. 2.5.7 die charakteristische

Gleichung

z- +

%4 228 5 § =p . (2.5.9)

r B
erhdlt. Da die Eigenwerte A nicht auBerhalb der Extremwerte von
s(eI™) liegen kénnen (Gl. 2.4.3, 2.4.4), ist mit Gl. 2.5.4 die
Substitution '

A= 1+ 2r cosf) . ~ (2.5.10)

zuldssig. Damit erhdlt man fiir die Nullstellen def charakteristi-
schen Gleichung | '
i
zZ = e A ‘ (2.5.11)



und fiir u_
"~ n

' d un = A cosfdn + B sin{in A ; o (2.5.12)‘

Die Konstanten A,B und die Eigenwerte A bzw. die iiber Gl. 2.5.10 .
zugeordneten Eigenfrequenzen £ werden durch zwei Réndbedinguhgen
festgelegt, da die erste und letzte Diffefenzengleichung in G1.

.2.5.6 nicht die Form hach»Gl.-2.5.7 aufweisen.

Die erste Randbedingung (1. Gleichung im System Gl. 2.5.6)

(1 =2A)u, - u, =0 ) (2.5.13)

fiihrt nach kurzer Rechnung auf °

u =B sinQn . - . : ' , (2.5.14)

wobei die Amplitude B beliebig: ist.

Die zweite Randbedingung (N-te Gleichung‘im System Gl. 2.5.6)

roug 4+ ﬂ1—A)uN =0 o | {2.5.15)

- fihrt auf:

r sin[(N-1)2] - 2r cosQ sin[NOQ] =0
bzw. '
sin [(N+1Q] =0 .

Daraus ergeben sich sofort die Eigenfrequenzen

I)k = N¥1 k—1,...,N ’ - : (2.5.16)

die Eigenwerte

Ak.= 1 + 2r cosﬂk k=1,...,N | | (2.5'.17)

und die. Eigenvektoren

u(k) = s-in-—rll{-E

n "— * N+1 kyn=1,...,N . o (2.5.18)

Die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix. des MA-1-Prozesses werden
also aurch.ein System von abgetasteten Sinus-Funktionen erildet,f
deren Eigenfrequenzeh dquidistant iliber das Intervall (O,) ver-
ieilt sind. Der zﬁ'einem Eigenvektor gehdrende Eigenwert ist
identisch mit der Leistungsdichte des Prozesses bei seiner

Eigenfrequenz.'




- 10 -

Pz ongge

Hier zelgt 51ch also eine Bestatlgung fiir das . Theorem von Szegd; -
die Elgenwerte des MA-1-Prozesses ‘kbnnen sogar fiir kleine Block-

ldngen exakt durch das Sample-LDS ersetzt werden.

©2.5.2 Autoregressiver ProzeB8 1. Ordnung (AR-1-ProzeB)

Ein. autoregressiver ProzeB {xn} der Ordnung M wird durch die

Differenzengleichung ’ : , Y, W /

x = £n + E hy x _. : (2.5.19)n
\ i=1 3
beschrieben. {6 } ist eine unkorrellerte Zahlenfolge, deren Varianz

wiederum so gewdhlt werde, dasB R(O)—1 erfiillt ist. Mit
r = R(1) | | . .(2.5.20]

erhdlt man filir die Ordnung M=1 die Kovarianzmatrix

1 r r? ... N
\ N-2 .
s h of 1 . r % o (2.5.21)‘
—XxX . _ ~ ,
P11 pH=2 gB-d 1.
und nach Gl. 2.1.4 das Leistungsdichtespektrum
s(e3 = 1= x . ; (2.5.22)
1+ r° - 2r cosQl . | ‘ - : ;

Zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren von R - kann man
" dhnlich wie im Abschnitt 2.5.1 vorgehen, wenn man nicht von RXX
sondern von der inversen Matrix Bx; ausgeht, die fiir einen AR-1-

Prozef durch

1  =-xr (0] 9 & (0] )
-r 1+r2 -r O sss (0] !
) -1 -1 O -r 1+r2 -r ' - i
Ryx = 5 . \ ‘ {2.5,.23)
. 1-x~ . .
0] 5 -r 1+r2 -r



L | - L

gegeben 'ist /4/. Die Eigenwertgleichung Gl. 2.5.6 wird nun in '

der Form
t

u=2X R u s | . (2.5.24)

== —XX

geschrieben. Es entsteht wiederum ein System von homogenen

linearen Differenzengleichungen; die n-te Gleichung hat die Form

, .
1 2 1-xr T P - t
- g [1+r -]+ By =8 ¢ Z=asN-d . (2:5,25)

- Yn-1

Der Potenzansatz nach Gl. 2.5.8 fiilhrt auf die charakteristische

Gleichung
” 2 : ;
22 - 2 %—[1+r2 - Az ] + 1 =0 | ~ (2.5.26)
mit den Nullstellen
Lo fia
z = e S 7 ‘ : ‘ ' (2.5727)

wobei flir A entsprechend Gl. 2.5.10 die Substitution {iber das
= ’
LDS S(e’d ),

1-r? : |
A= : , (2.5.28)

1+r2 - 2r cosn

durchgefiihrt wurde.

Die 1. Randbedingung (1. Gleichung im System Gl. 2.5.24)

u, = (u, - r u,) J (2.5.29)
1’ 1—r2 1 2 ‘ .

fihrt mit dém Ansatz

u =cos (nf-yp) | | ’ - (2.5.30)

nach kurzer Rechnung auf die Beziehung

1 - r cosiy ‘L
NN . (2.5.31)

tah)o =

(k)

Die;Eigenvektorén u sind also Abtastwerte von Sinus- bzw.

Cosinus—Funktionen, deren Phasenlagen iiber Gl. 2.5.31 durch die

k
Die Beziehung f(Q) ist in Bild 2.1 flir verschiedene Werte r dar-
‘gestellt. ’

noch zu bestimmenden Eigenfrequenzen!2=i7 festgelegt‘werdén.
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Bild 2.1 : Phasenwinkel Y der Eigenvektoren der Kovarianzmatrix
eines AR-1-Prozesses in Abhdngigkeit von der Frequenz.

L flir positive Korrelationen r>0

Filir |r|~v1 ergibt sich aus Gl:. 2.5.31 eine lineare Beziehﬁng
zwischen ¥ und {2 : |

1
r—-—+v1 : \f(ﬂ) =-§Q
(2.5.32)
_ 1 T
r—» -1 : P =50 -5
Die 2. Randbedingung (N-te'Gleichung im System Gl. 2.5.24)
A |
ug = 1-r2 [:—r U1 Uy ] (2+5.33)

fihrt auf die Bestimmung der noch unbekannten Eigenfrequenzenfik,
die mittels Gl. 2.5.28 die Eigenwerte‘ﬂk festlegen. Um zu einer
einfachen Bestimmungsgleichung fiir die!)k zu gelangen, werden

wir zwei Schritte voranstellen:
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(k)

I) Der Eigenvektor u wird formal um eine Komponente,

UN+1 f
erweitert: — : :
Die bisher gefundene L&sung uﬁ erfiillt die homogene Differen-
zengieichung Gi. 2,.5.25 Eir 'Vh=22, dlso auch fiir n=N; dafiir -

wird Gl. 2.5.25

A 2 |
1.2 [ T uy_q t () ug - roug ] : (2.5.343

Damit aber die 2. Randbedingung, Gl. 2.5.33 , erfiillt ist,

uy =

mufB gelten:

U1 = F ugul . ~ _ ‘ (2.5.35)

'Mit der formalen Erweiterung des Eigenvektors um die Kompo-

nente u haben wir damit eine erheblich einfachere Randbe-

N+1 _
~ dingung (Gl. 2.5.35) als die urspriingliche nach Gl. 2.5.33

erhalten. - . 3

I1) Die Eigenvektdrkomponenten u, lassen sich statt mit Gl. 2.5,3Q}

und "Gl. 2.5.31% auch in der Form

_s8inQn __ sin0(n-1)
n sinf2 sin 2

u (2:5.36)

schreiben. Es ist leicht nachzupriifen, daB dieser Ansatz eben-:
falls die 1. Réndbedingung nach Gl. 2.5.29 erfilillt.

Mit Gl. 2.5.35 und Gl. 2.5.36 erhdlt man dann folgende Bestimmungs—
gleichung fiir die Eigenfrequenzenxlk: o

sin[Q, (N+1)] sin[2,*N]  , sin[Q, (N-1)] | . .
" — 2 —— e : =0 (2:54.37)
singy, sinn ’ sinf2, : :

'k=1,-..,N.

‘ )
Diese Gleichung ist auch von Grenander und Szegd angegeben worden

/5/, die allerdings einen anderen Weg - ohne Angabe der Eigenvek-

toren - beschritten. Die N Nullstellenf), von Gl. 2.5.37 kénnen 

k ‘
nur iterativ bestimmt werden; ihre Lage ‘kann aber auf einfache

Weise zumindest eingegrenzt werden:
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Diskussion der Eiqenfrequenzenflk_: : ‘ ,

Wir untersuchen die¢ Vorzeichenwechsel der Funktion

_ sinl2 (N+1)] éinﬂlN] 2 sin[2 (N=-1)]
P ==Fnn 2r=5ina T [ sin.o. '
0= =TT

um die.Lage der N Nullstellenxik einzugrenzen. Am Bereichsrand
fiir {2 ergeben sich folgende Werte:

(2.5.38)

I) £2—+0 :
F(O—0) = N(1-r%) + 1 -2 >0 firr =0
II) O.—T:

2

N gerade: F(IQ-FﬂW = N(1+r)2 + 1-r“ >0 fiir r 20 .

N ungerade: F(n—-N) = —N(1-‘|-r)2 - (1—r2) <0 firr=o0
Zwischenwerte F (N2) ﬁﬁr,dén Bereich 0<2<W kann' man leicht erhal- .
ten, wenn man geeignete Teilungen auf der Frequenzachse {2 wdhlt:

III) Teilung nach Grenander und Szegd /5/:

o =X

v N+ H v=1,2,...,N

Fa=0,) = (-1 2r(1 - r cosQ,)

J

"
>0 fiir r £ 0

Mit Hilfe einer'anderen Teilung kann man die Lage der Nulistellen
£, noch weiter eingrenzen: ‘ " w
IV) Andere Teilung:

-
Q=5 5 p=1,2,000,0

Fla=0,) = (-1 (1-r%) .
e~ ,
>0 fiir r =0

Die ‘aus den Betfachtungen I...IV folgenden Konsequenzen sind fiir

das Beispiel N=4 im Bild 2.2 dargestellt. Die Teilung IV zeigt,
daB .in jedem der N Intervalle mit der BreiteA% genau eine der N

Eigenfrequenzenxlk liegt. Die Kombination von Teilung III und
Teilung IV erlaubt eine weitere Einschrédnkung des zuldssigen Werte-
e befeichés fir die Eigenfrequénzen!)k : Von einem Intervall'der
B;gite %zist jeweils nur ein Teilbereich mdglich; diese Teilbe-

reiche sind auf der obersten Achse im Bild 2.2 dick ausaezoaen.
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- ' 1 > B, 3 i ey , g 2 3 45 90

b, g%, 4 [ RRSA a- gk gd gl gl
L, = {2 ===

r>0 r<<o

v_Bild'2.2 : Lage der Eigenfréquenzenf21‘...124 und der Eigenwerte
S L 11 EwE A4 fiir einen AR-1-ProzeB bei der Blocklédnge N=4.

Die Bereiche verengen sich dabel umso mehr, je kleiner die
'jLelstungsdlchte S(eJ ) wird.. Dle genaue Lage der Eigenfrequenz ‘-
.-,ﬂk innerhalb des dick ausgezogenen ‘Bereiches kann nur iterativ
bestimmt werden. Ist der genaue Wertfl dann gefunden, so ist der
'dazugehorlge Elgenwertll sofort durch die Lelstungsdlchte S(eJ !
‘gegeben (vgl. Bild 2.2). e ]
,_Die'biShériéen Ergebnisse 1aséeﬁ_éi¢ﬁ wie folgﬁ zusammenfassen:
Die Eigenvektoren der Kovarianzméérix des Aﬁ-1 Prozeséeév.
werden durch ein System von abgetasteten Sinusfunktionen ge—
s ”blldet, deren Phasenlagen von 1hrer Elgenfrequenz abhangen.
.361 starker Korrelation (Jrl—ﬂr1) ergibt sich im Grenzfall.-
A“ein lineérer Zusammenhang zwischen Eigenfrequenz und PhasenF
w1nkel Die Elgenfrequenzen 51nd asymptotlsch glelchmaﬁlg Aiber .

' das Intervall (0,9). verteilt. Der zu einem Eigenvektor gehorende

"Elgenwert ist identisch mit der Lelstungsdlchte des Prozesses

 '.bel seiner Elgenfrequenz.--."
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: Die Grenzaussage des Theorems von Szegd findet man also auch hier

fir den AR-1-ProzeB auf séhrﬁéinsichtige Weise bestdtigt.

©.2.5.3 Prozesse hdherer Ordnung

-Flir MA-: oder AR-Prozesse hoherer Ordnung konnen im allgemeinen
keine analytlschen Losungen zur Bestimmung der Eigenwerte und .
"Elgenvektoren von R - angegeben werden. Die Elgenvektoren sind
‘auch nicht ‘mehr als Abtastwerte von Sinus-Funktionen darstellbar.
Aus den Betrachtungen‘lm Abschn;tt 4.3.2 wird aber spéter deut-

$0 1ich werden, daB die Eigenvektoren mit wachsender Blockl&dnge

asymptotlsch sinusférmig"” (in elnem dort definierten Sinne) ver-

‘7laufen, wobei ihre Elgenfrequenzen uber dem Intervall (O’T)

-';fasymptotlsch glelchverteilt sind.

3. Suboptimale Transformationen

‘Obwohl die Loéeve-Karhunen-Transformation (LKT) in dem schon er- -
‘lduterten Sinne eine optimale-Transformation ist, wird sie oft
nur zu Vergleichszwecken verWendet,1dé die Zahl der Réchenope—
“'rationen zu ihrer Durchfiihrung relativ hoch ist. Andere Trans-
formationén, zu denen einfschheiiér'Algorithmus existiert, kOnnen
4. abér in der Regel eine Toeplitz-Matrix nicht exakt in eine Dia-
'gonalmatrix ﬁbérfﬁhren~ sieNWerden daher als suboptimale Trans-
l'formatlonen bezeichnet.  '” R |

;lIn diesem Abschnitt werden einlge suboptlmale Transformatlonen

B soweit analytisch mdglich - hinsichtlich ihrer Elgnung zur Ver-

‘  ;arbe1tung.von Toeplltz-Matr;zen‘untersucht. Insbesondere wird zu

M”Ajeder Transformation die Matrixstruktur gesucht, die durch Anwen-

‘.dung dieser Transformation exakt in eine Diagonalmatrix iiberfilihrt

'1f1Wird;'Der Vergleich dieser Matrixstruktur mit der einer Toeplitz-

' 'Matrix 148t weitere Riickschliisse auf die Anwendbarkeit der be-

‘f ;trq¢hteten Transformationen fiir bestimmte ProzeBklassen und auf

tﬂ;das'asymptoﬁische Verhalten;beingrbﬁén Blockldngen zu.
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3.1 Die Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

)

'3.1.1 Die komplexe DFT

Die komplexe DFT werde durch die Tfahéf@rmation

_ beschrleben, wobei dle Ba51svektoren ag der Transformation (vgl.
\Abschnltt 2 2) durch

T = = 12 (‘_’, (k- 1)(n—1)'_._) ' k,n=1,...,N (3.1:2])

mit w = ef32“7N-.

gegeben sind.

Die Kovarianzmatrix im Spektralberelch ist nach Gl. 2.2.7

- Ryy © Br-prr Bxx Bk-pFT - - ‘ (3.1.3)

Wir suchen nun solche Matrizen Roy v die im Spektralbereich eine-

.. Diagonalmatrix Byy bilden (bzw. deren Eigenvektoren identisch

. sind mit den'DFT—Basisvektoren);‘diese Matrizen wollen wir mit
Rex = Broppr bezeichnen. Die L&sung dieses Problems ist schon
lange bekannt: Die Matrizen RK DFT sind zykllsche Matrizen /10/,
die durch folgende Struktur (zyklische Vertauschung des ersten

 Ze1lenvektors)
‘R iRy Ry v Ryog
| Fn-1 B Ry e Byoo A
Be-per = | Fw-2 Bw-1Ro -t Ruoa NREREE

Ry~ Ry« Rt o Ry

beschrleben werden. In vielen praktlschen Anwendungen (z.B.

':7 ﬂBlockquant1s1erung /11/) lntereSSLertaber die Abblldung eines

reellen Datenvektors in elnen reellen Bildvektor, daher werden
;, w1r im néchsten Abschnitt elnlge Elgenschaften der reellen DFT

fﬂangeben .



'3.1.2 Die reelle DFT

7Unter einer reellen DFT AR -DFT verstehen wir eine Transformatlon,
deren Basisvektoren aus den Real- bzw. Imagindrteilen der kom-
'plexen Basisvektoren von Ax. DFT geblldet werden. Diese reelle

Transformation A uberfuhrt daher: jeden reellen Vektor X in

—R-DFT

einen reellen Vektor im Blldberelch Die Relhenfolge der Ba51s— !
vektoren wird zweckmaﬁlgerwelse ‘nach steigender Sequenz vorge-
~nommen (vgl. /11/). Bei der Normierung der Basisvektoren auf den

- Betrag Eins ist zu beachten, daB der Faktor N =1/2 durch unter-

‘-_schledllche Faktoren ersetzt werden muf /11/, um auch die Ortho-

normalitdt zu. gewahrlelsten.

”,er suchen nun die Klasse der Matrizen R , die durch die

-, —R-DFT
‘reelle DFT AR -DFT in eine Diagonalmatrix Byy tiberfiihrt werden.
Im folgenden wird gezeigt, daB RR pFr 24 der Klasse aller
~ reellen symmetrischen zyklischen Matrizen gehdrt, die also die
- Struktur ‘
RO R1 R2 .o R2 R1
| Ry Ry Ry ... Ry R B
R - - . _ ‘ (3.1.5)
=R-DFT R, R14, Ry =+ Ry Ry |
R, R, R3..... Ry Ry
-aufweisen.
‘Beweis: , RFT
Es 'sei R eine reelle symmetrisdhe’zyklische Matrix und QE (k=1...N)

seien die Basisvektoren der komplexen DFT. Da R eine zyklische

. Matrix ist, sind die a, ihre Eigthéktoren und erfilillen die Eigen-

k

P E

- wertgleichung
a i k=1,...,N_ . ) (3.1.6)

- ‘Andererseits besitzt jede reelle'symmetrische Matrix reelle Eigen-
© werte kk /10/; damit laBt sich’ Gl1. 3 1.6 zerlegen in
i ; i : ‘ o : + i . \ ‘ o ,

R Re {a }= A, Re { ‘ ' .
. 2 .f-k k { k} k=1,...,N : (351'7)

‘R Im {3k}=,hk Im {Ek}-"
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D1e reellen DFT-= Bas1svektoren erfullen also auch die Elgenwert—

' glelchung zu R , was zu zelgen war.

Die Struktur der Matrix R ‘(G1l. 3.1.5) in dér Umgebung der

Hauptdlagonalen entsprlchi gggau der einer Toeplitz-Matrix
(Gl.2:.1.8), gedoch'"storen” die gesplegelten Elemente in den
Ecken der Nebendiagonalen. Das bedeutet, eine Toeplitz-Matrix
(nach Gl. 2.1.8) ist einer Matrlx R in der Struktur zwar

: =R-DFT
dhnlich, kann aber durch die DFT nicht diagonalisiert werden.

- Wenn in den weiteren Abschnitten'die DFT herangezogen wird, so

soll damit stets die reelile DFT gemeint sein. Diese Transformatlon"'

la8t 51ch dann besser mit den anderen ohnehin reellen Transfor-

- mationen vergleichen. -

313 Beispiel fiir einen ProzeB mit zyklischer Kovarianzmatrix

Wahrend fir Prozesse mlt Toeplltz—Matrlx R " eine Vielzahl\von
~Beispielen bekannt 51nd haben Prozesse mit zykllscher Kovarlanz-
matrix weit wenlger Bedeutung. Es soll hier jedoch ein Belsplel

angegeben werden, daB u.U. auch von praktischem Interesse ist:

" Ein Bildsignal wird &rtlich auf einem Kreis in &dquidistantem
Abstand abgetastet (Bild 3.1).

xN_>////“ .
. =y
' ,Bild 3:1 ; Abtastung eines Bildsigndls‘auf einem Kreisbogen;

,Dle Helligkeitswerte werden. durch x1,.;.,xN gekennzelchnet Es

*QQVgelte ferner, daB die Korrelatlon nur vom Abstand zweier Blld-

“1punkte abhdngig sei. Dann ist
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Elxy x,]=8[x, x 1 E | ;f
VEI:x1 x3]=.E [x1‘xN_1]_ sy,

so das die Kovarianzmatrix R__ = E[g §T] gepéu die Eorm einer
symmetrischen zyklischen Matrix nach Gl. 3.1.5 annimmt. Dem Ver-
fasser ist nicht bekannt, ob eine solche Abtéststruktur Jemals
untersucht wurde.

Dieses Belsplel diirfte aber deutlich zeigen, daB es nich£ nur’
wichtig ist, fiir einen gegebenen ProzeB eine mdglichst effektivé~
Transformation zu suchen, sondern da8 es genau so interéssant ist,
den Prozel - z.B. durch Wahl der Zuordnung zu den Abtastpunk-' |

ten - an die Elgenschaften gegebener Transformatlonen anzupassen.

3.2 Die Diskrete;MoVing—Averagé-1-Transformation (DMA1T)

Die Eigenvektoren des Moving-Average-1-Prozesses nach Gl. 2.5.18

sollen die Basisvektoren QE der Transformation A bilden, d.h.

—DMA1T
T 42 ‘ k%n . _ ' :
é‘k = 'N_H ( e e oy Sin N+1 r ooo) ? k,n-*‘l,...;N . (3.2-1)
DaB die verschiedenen Basisvektoren‘§$ ,...,333 orthogonal sind,

ist sehr einfach zu zeigen, da sie ja die Eigenvektoren einer reel-

len symmetrischen Matrix sind, fir die folgender Satz gilt /10/:

Jede reelle symme trische Matrix besitzt reelle Eigenwerte und
reelle Elgenvektoren, die bei verschledenen Eigenwerten auch

zueinander orthogonal sind.

Die DMA1T kann unter Anwendung der DFT bzw. FFT mit einem schnel—
len Algorlthmus 1mplement1ert werden; das Verfahren wird im Anhang
(Abschnitt 1.A) beschrieben.

Die DMAIT ist in der Lage, die Kovarianzmatrizen samtlichéfv

MA-1-Prozesse (unabh&ngig von dem speziellen AKF-Wert R(1) !) .
~exakt in eine Diagonalmatrix zu Uberfiihren.
-Dies ist ein Sonderfall unter ‘den Prozessen mit Toeplltz—Matrlx,v

-denn i.a. sind dle Eigenvektoren von der ProzeBstatlstlk abhdngig.
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Es tauchen nun folgende Fragen auf, wie:

Ist die Kovarianzmatrix des MA—1—Prozesses die einzige, die. dufch
fdle DMA1T dlagona1351ert wird? Wie geeignet ist-die DMAIT bei MA—“
~oder AR-Prozessen hbherer Ordnung’p

Zur Beantwortung dieser Fragen benotlgen wir einen Sat7 aus der

Matrlzenrechnung /10/:

Eine Matrix B besitze die Elgenwerte A und die Eigeﬁvektoren g(k)
(k=1,...,N) . Dann weist die Matrix C , '
C=b. I+b, B+ +b_ B" (3.2.2)
= 0o = 1 =7 " Pm = 1 ol
(I: Einheitsmatrix)
die gleichen Eigenvektoren wie B auf und die Eigenwerte
Ak,C "_b0+b1'>‘k +, wwn -_&-bmlk . & N

Der Wert m ist beliebig; jedoch ist eine ErhShung von m iiber
m=N-1 hinaus nicht sinnvoll, da wegen des Theorems von Cay‘ley—~
Hamilton /10/ alle hoheren Potenzen von B durch eine Llnearkom-

bination von I,...,BN"1 dargestellt werden k&nnen.

Die. DMA1T dlagonallslert daher nicht nur die Matrix R - des MA-1-

Prozesses (Gl. 2.5.2), sondern auch alle anderen Matrizen der Form

BDMA1T = EZ: b, Bxx . | | (3.2.4)

Die Potenz Bix hat z.B. folgendes Aussehen:

7/

/
1+r% 21 ‘ r2 0
x | ,
/ A
, 2 1e2r? 2 r? o - .
a7 2 "2 2r 14282 2r r?
—aX
(6] o 4 (0] r2

Die'MatrixR2 hat nahezu dle Struktur der Kovarianzmatrix elnes
MA42—Prozesses (d.h. gleich groBe Elemente auf der Hauptdlagona—
len und den bélden Parallelen dazu); ledlgllch die beiden Elemente

in den Ecken der Hauptdlagonalen welchen davon ab. Bei Frhohung
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1 bllden 51ch zunehmend mehr . stﬁrehde" Elemente

.der Potenz von R
in den Ecken der Hauptdlagonalen' dle librigen Elemente entsprechen
aber der Struktur einer Toeplltz—Matrlx fir einen MA- ProzeB der

Ordnung 1. Daraus ergibt 51ch folgende Konsequenz:

Eine Toeplltz—Matrlx ist einer Matrix vom Typ R in der

—DMA1T
‘Struktur #dhnlich, kann aber durch die DMA1T nur fiir den Sonder-

fall eines MA-1-Prozesses exakt diagonalisiert werden.

3.3 Die Diskrete Cosinus-Transformation (DCT)

Die Transformatlonsmatrlx ADCT der DCT /12/ ist durch ihre Basis-
vektoren ' ' ;.

Ef - & L1172 (1,1, ..., und | |

‘ : S (3.3.1)

T 1/2 . : 2n-1 ~1)7 ‘

ék ‘= ( ) / _- ( o ‘. ’ COS ( .2 ;N(k )’T r o o ) H n=1 ’ a ‘. . ’N

' k=2,...,N

definiert.

Bevor wir Wiedef die Klasse von Matrizen suchen, die durch die -DCT
diagonalisiert werden, sei auf eine besondere Eigenschaft dieser
Transformatlon hlngewiesen. Ahmed et al. /12/ hatten(bereitS‘nume—,'
rlsch an einem Belsplel beobachtet, daB die Elgenvektoren von R

eines AR-1-Prozesses mit sehr hoher ‘positiver Korrelation (r-—»1)

sich nur wenig von den Ba51svektoren der DCT unterscheiden. Erwar-
tungsgemas iSt"die-DCT der LKT dann filir solche Prozesse nur wenig'
unterlegen:. Mit den Betrachtungen aus Abschhitt 2.5.2 iiber AR41-

Prozesse ist nun auch eine‘théoretische Erkldrung fiir dieses Ver-

halten méglich:

Mit der Beieichhung _ ‘
o, = Elyxy ; k=1,...n v (3.3.2)

k

nimmt der k-te Basisvektor der DCT die Form

aT'~

1/2

oy
2.

(«v., cos (no, RS TE B 1= PR 5(3,3.3)

an. Wir Verglelchen nun diese Basisvektoren mit den Elgenvektoren
(k) der Kovarlanzmatrlx eines. AR-1-Prozesses (Abschnitt B D el | &

Beide sind abgetastete Cosinus—Funktlonen, fiir beide sind dle

Eigenfrequenzen!)k gleichmaBig'bzw},asymptotisch gleichmdBig ﬁber:k
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(0,7) vertellt und die Phasenlagen der beiden. Vektoren stlmmen

- fiir r — 1 sogar exakt iiberein (f iik/Z ;-vgl. Gl.3.3.3 mit ‘
~Gl. 2. 5 30 und Gl. 2.5.32). Die Betrachtungen aus Abschnitt 2. 5. 2
zeigen damit, daB die Zhnlichkeit der Eigenvektoren mit denkBa51s—
vektoren aer DCT nicht nur fiir das in /12/ numerisch berechnefe
Beispiel_zuﬁrifft, sondern fiir simtliche AR-1-Prozesse mit r—'1.

Wir wollen nun wieder die Struktur der Matrizen Rpyer suchen, die

durch die Transformation Apcr diagonalisiert werden. Es ist nahe-

liegend zu vermuten; daB die Matrizen R

Ryop durch eine‘Untermengé;;ﬁ'“
der zyklischen Matrizen gebildet werden, da ja die DCT direkt
mittels der DFT berechnet werden kann /12/, die ihrerseits zYk-‘
lische_Matrizén diagonaliéiert. Aber diese Vermﬁtung trifft fﬁrl
die'DCT ebensowenig zu wie sie fiir die DMAI1T zutrifft; dig jé c
ebenfal;s:mittels der DFT berechnet werden kann. Aus diesem‘Grundel
‘ist auch die Beweisfilhrung von Shanmugam in /6/ iiber das asymptoé'_
tisch optimale Véfhalten der DCT als falsch zu betrachten, da dort

fiir RDCT zyklische Matrizen zugrunde gelegt werden.

Zur Bestimmung der Matrizenstruktur von RDCT verwenden wir d1e

. Methoden aus Abschnitt 2.5.1 zur Berechnung der Eigenvektoren des
MA-1-Prozesses, nur beschreiten wir hier den umgekehrten Weg:
Diesmal seien die Eigenvektoren (Basisvektoren der DCT) gegeben, -
gesucht ist die Struktur der KOvar;anzmatrix des dazugehdrigen
Prozesses:

Die Eigenwertgleichung
R . u=Au | | | L (3.3.4)

enthdlt ein System von N skalaren Gleichungen; die n-te lautet
i (BDCT)nl = Rn,l K

R_- u

n,1 1

uy + ek (R A uy +L..+ Ry n uN =0 (3,3,5) 
A ' , » n= 1,...,N ‘ I
Die Eigenvektoren u sind identisch mit den Basisvektoren QE dér
DCT, also Cosinus-Funktionen. Daher_kénnen wir den Ansatz pach
Gl. 3.3.5 erheblich vereinfachen zu

r u

hoq F (S)ug +ruw =0 ; n=2,...,8-1 ,  (3.3.6)

n n+1
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da wir aus Abschnitt 2.5. 1’wissen,"daﬁ die Différenzengleichuhg o

Gl. B 3.6 von jeder C081nus-Funktlon belleblger Phasenlage erflillt

wird. Mlt der Substitution

A=14+2r cosQ e LR SR AT ' (3.3.7)

vwird Gl. 3.3.6 zu

u, g4 - ou, 2 cosQ + Uiq = Q_.;. n=2'°"?NfT  . ; (3.3.8)
diese Differenzengleichung Wird”durch‘jede_LSguﬁé‘der Form
u = cos(n@-p) | R (3.3.9)

erfiillt. Die erste und letzte Gleichung im Syétém_Gi;_3;3.4 weichen .
von der Struktur nach Gl. 3.3.6 ab. Diese beidenfGleiphunéen miis -

sen so gewdhlt werden, daB fﬁr'g_gerade'die“Eigénfréquenzen und

-'‘Phasenlagen der DCT—Basisvektoren auftreten:

-Mlt der ersten Glelchung wird dle Phasenlage festgelegt- wir

vmachen dazu den Ansatz -

" b u, + u, = 0 L i ‘ ; | ; (3.3.10)

und bestimmen b so, daB ents?réchehd Gl. 3.3.3 dieABedingung

u = cos(nl-=%) R ; B (3.3.11)
. erfiillt ist: - - R

bcos‘% +cos,-g—ﬂ=0' 3 .

b =1- 2cos . I TP , . (3.3.12)

Mit der N-ten Glelchung werden die ElgenfrequenzenII ‘Ik festge-

legt, die uns durch die GIl. 3. 3 2 vorgeschrleben 81nd Der Ansatz

. +cu, =0 TR e o gl (3.3.13)

'ffuhrt mit G1.3.3.11 auf

.cos[I2(N——)]4-c cos[a (N-—)]-«O .jifﬁgkﬁ;*f" (3.3.14)




% gDéT-iSt damit eine’ der gesuchteh'Maﬁrizen,fﬁi

Mit Gl. 3.3.2 erhilt man fiir
QN = (k-1)T (3.3.15)
" und damit fiir alle k aus Gl. 3.3.14

cos'%#ﬂk + ccos+Q =0, (3.3.16)

5 e 5T Mook

.so daB
e'=.= 2 008y . § CKETAUSN LS 2 (3.3.17)
Damit liegt nun endlich das vollsténdige Gleiéh@hQSsYsﬁem

o o el ad (k)
1 Zcqsgk 1 ,® & Q»-*f'f uy ;

..o 001 1-2cosn

| | bt e (3.3.18)
. vor, das durch die DCT—BasisVéktorenigi =.g(k) férfﬁ11t wird.

C Wir multipiiZieren'die Gl1, 3:3.18vmit,r, machen dann die Substi-
tution fiir A nach Gl. 3.3.7‘fﬁckgéhgigv so daB,Ql. 3.3.18 die

Form '

A

annimmt, wobei

(3. 3208

‘ durcﬂﬁéié'DCT,exakt

er Matrizen ist

diagonalisiert werden.: Die qligemeihe Struktur



BDCT ~bof£.f.b1‘5DCT f';fjgf}bu—1 Rper et P B2 )eg
fes gegeben (vgl Abschnltt 3 2) DiéiMatrix BgCT 28, ha£ das Aus—"
sehen v X ' ' ’
7 (14r) 4% (14r)r+r—~ "2 o0 ..
‘ _/"'./'_
n e 2 2 !
(14r)r+x, -~ -132x 2r re
— : 5
Y S T2 » P o 1e2r? 2r i
Bper = : ' - (3.3.22)
. ‘//
//

und bésitZt damit nahezu die Struktur der Kovarianzmatrix eines
MA-2-Prozesses; 1ed1gllch je 3 Elemente in den Ecken der Haupt—
‘diagonalen weichen davon ab. Wie be1 den Matrizen: vom Typ RDMA1T
(vgl. Abschnitt 3.2) bilden sich- mlt ErhGhen der Potenz von
'BéCT zunehmend mehr "stdrende" Elemente in den Ecken der Haupt-
diagonalen, die ubrlgen Elemente entsprechen der Struktur einer
' Toeplitz-Matrix fir einen MA ProzeB der Ordnung 1. Aus dieser

tiberlegung erglbt sich:

Eine ToeplLtz Matrix 1st elner Matrix vom Typ RDCT in der

Struktur dhnlich, kann aber durch die DCT nicht exakt dlago—

nalisiert werden.

3.4 Die Diskrete,Sinus-Trahsfprmation?(DSINT)

: Dle Transformatlonsmatrlx A wird ‘durch die Basisvektoren

_ DSINT
ay = -%)1/2 (..., sin 4325§153} oo 5o kyn=1,...,N (3.4.1)

festgelegt Sie wurde berelts 1n /12/ neben der DCT erwahnt, wobei
~dort aber nlcht auf den gegenuber der DCT verinderten Laufbereich ,
von k hingewiesen wurde. Dle DSINT kann unter Anwendung der DFT
bzw. FFT mit einem schnellen Algorlthmus impleﬁentiert werden; das
~Verfahren wird im Anhang (Abschnltt 2.A) beschrieben.

Die- DSINT bildet ein Aqulvalent zur DCT- Sie ist besonders zur

Verarbeltung von. AR-1-Prozessen mlt sehr hoher negativef Korre-

lation ”(r—*-—1) gee;gnet,_Dleg wlrd_deutlich, wenn man ihre Basis-




R TRl

"~ vektoren in der Form ey ¥ . ‘ K

al = 2 L 51n(n,‘Q.k.&—-\,—é-}'-.S)-, o) om=l,... N (3.4.2)
wobei ‘ : vv
18 i ; .
o, =& ; k=1,...,Nv;j | . (3.4.3)

. mit den Elgenvektoren der Kovarlanzmatrlx eines, AR—1 Prozesses
-mit r<O vergleicht. Diese Elgenvektoren u(‘) nach Gl. 215.30}und

Gl. 2.5.31 kénnen auch in der: Fgrm B

u. = sin(nQ-p) ; n*—-l1',‘..‘.,N" e (3.4.4)
tanp =-Ehsind oo | L 3as)

s geschriebeh werden. Fﬁr‘r—*?—1“ﬁimmt.der Phasenverlauf P (£2) genau
die Funktion P=42/2 an, die auch fdr dle DSINT- -Basisvektoren nach
Gl. 3.4.2 giiltig ist (vgl. Blld 3 2)

0517 e |
| S
f Ohar e P L
S N S 72 SR I
0.3«‘ S T A 7
- ;////,/f’
0.l / e ¢ r=-05
0 -

0 027 04w 0BT 08w

Q) ——e

7~f3fBild73.2 : Phasenwinkel y der'Eigénvektoren der Kovarianzmatrix

eines AR-1- Prozesses 1n Abhanglgkelt von der Frequenz

Iqur negatlve Korrelatlonen r<o .
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. In analoger Weise wie bei der DCT" dlskutlert (vgl. Abschnitt 3.4)

(k

'nahern sich fiir r — -1 die Elgenvektoren u ) den Basisvektoren

T

' a, der DSINT. Daher ist fiir SOiChé”negativ korrelierte Prozesse

die DSINT der LKT nur sehr wénigydnte:legen.

Gesucht 1st nun wieder die Struktur der Matrlzen RDSINT , die

durch die Transformation ADSINT dlagonallslert werden. Dazu gehen

wir ganz analog zu Abschnitt 3.3 vor (Untersuchung der DCT), ‘nur

sind hier die belden Randbedlngungen 1m Elgenwertglelchungssystem
der DSINT anzupassen: L ' ‘

Mlt der ersten Gleichung w1rd dle Phasenlage gemaﬁ Gl. 3.4.2 zu

L g 0 c Bttt TENER B
u = s1n(n!}-~§ ) ohe Sy ' (S5

festgelegt; wir machen dazu,déhrAhsatz

b u

1

4+ uy =0 L B ; Fooety © (3,407

'Dafaus folgt

1 : Q 3 3 — . .

b sin 5 + sin 212—.0 ..r

b =-1-2c0s02 . e | , (3.4.8)

- Mit der N-ten Glelchung sind die Elgenfrequenzenfl nk nach Gl.
3.4.3 einzuhalten. Wir machen den Ansatz
Weoq + € W= 0 L | (3.4.9)
~der mit Gl. 3.4.3 und Gl.”3;4.6fauf»die gesuchte GriBe
¢ = -1 - 2cosQ . ,  K=T,..uN - » (3.4.10)

B

fUhre.

v‘] Entsprechend zu den Gln. 3 3 18 blS 3 3.20 aus Abschnitt 3.3 er-

~halten wir damit die gesuchte Matrlx RDSINT : dle durch die DSINT

exakt diagonalisiert w1rd”7*



“ 5 1 B 08
(o} f 1 r
Bpsint = | (3.4.11)
TEL

5 d o s AP &% B

Ryop nach Gl. 3.3.20 zeigt, daB diese
., sich nur in den beiden Eckelementen‘der‘Hauptdiagonalen von. der

- Der Verglelch mit der Matrix R

A

© . Matrix Rpgyr unterscheidet. Entsprechend Abschnitt 3.3 wird dle
. allgemeine Matrix-Struktur R

DSINT durch Llnearkomblnatlonen von
S N~-1 . ; :
T RDSINT gebildet;. es folgt dann analog
Eine Toeplitz-Matrix 1st elner Matrlx .vom Typ RDSINT in der

Struktur ahnllch kann aber durch die DSINT nicht: exakt dlago—‘.
‘nalisiert werden. U
Die eben angegebene Abléituﬁg zeigt damit auch gleichzeitig, daB
- die Basisvektoren der DSINT eln orthogonales System bllden, da sie

als Eigenvektoren einer reellen symmetrischen Matrix (Gl.3.4. 11)
darstellbar sind (vgl. Abschnltt 33 2)

3.5 Die Diskrete Wiener ProzeBéTrahsformation (DWPT)

* Dlese Transformation ADWPT soll nur kurz als welteres Beispiel
‘elner auf Slnus~C051nus-Funktlonen beruhenden Transformation an-

'.gegeben werden. TIhre Ba31svektoren

o ' . [2k-1 f: | . _ >R o B
—a'-k -—C ( e o o p Sln[2N+1ﬂn] ,'as) ." k,.n—'],...,N . (3-5-1) .

sind die Elgenvektoren der Kovarlanzmatrlx eines Wiener Prozesses

l./13 S. 262/ Dieser ProzeB ist eln AR-1- ProzeB {x } mit einem Ko-
: eff121enten h1~1 im Filtermodell nach Gl. 2.5, 19, also ein insta-
" biler ProzeB mit proportional der Zeit anwachsender Varlanz Es
 se1 Gé d@e Varianz des gedachtnlsfrelen Elngangsprozesses {6 }

wfwfln Gl. 7, B 19, dann ist die’ Kovarlanzmatrlx des’ Wlener Prozesses
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11 1 Ve
12 2 L
| . 1 2 3 :
Rew = % 1 2 3 (3.5:2)

BOwW N -
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Die DWPT kann also Matrizen der Struktur nach Gl. 3.5.2 exakt

,~d1agonallsleren.

. .3.6 Die Diskrete Walsh-Transformation (DWT)

‘ Zum,Absch1ﬁB soll eine Transformafion4untersucht werden, deren
’Basisvektoren nicht auf Sinus- Cdsinus-Funktionen zurickzufiihren

| sind. Die Basisvektoren der: Transformation ADWT bestehen aué einem
System abgetasteter orthogonaler Rechteckfunktionen. Die Defini-
tions- und: Darstellungsmﬁglidhkéiten dieser Basiévektoren sind in
der Literatur eingehend dlskutlert /14,15/, so daB hier nicht
weiter darauf eingegangen werden soll Es interessiert nun dle'

Struktur der Matrix RDWT dle durch die DWT diagonalisiert wird:

- Die Matrix RDWT mlt den Elementean id

_dyadlsche Matrix /16/, die durch elnen vorgegebenen Zellenvektor

(i j=0, 13...,N‘1)viét eine

(\R(0), R(1), ..., R(N=1) ) T R i Ame e -

auf folgende Weise definiert‘wird:~Die Elemente von Ry sind durch

Rjy = RGDI) Mh by E - (3.6.7)
. gegeben, wobei i@j die bitweise‘modulo—Z—Addition (Exclusiv-Oder-

 'Addition) der Zahlen i und‘jfinuihrer‘binéren Darstellung bedeu-
tet, also - o
t }

ioj= / G @ip2 by Wobel 1=

.
u[\/18
o
-
=
N
B ‘
L.}
I
Lo}
5
N
=

(3.6.2) -

Flir N=4 nimmt die Matrix gbwT fo1géﬁdeS Aussehen an:




R(0) " R(1) .R(2) R(3)

R(1) R(0) R(3) R(2)
BDWT»':‘ ; O B : ; N=4 o, (3.6.3)

R(2) R(3) R(O) .R(1)°
R(3) R(2) R(1) R(O)
_VFﬁr N=8‘efkennt'man recht gut:die_auftretenden Symmetrien in der

~ Kovarianzmatrix (aus Ubersichtsgriinden sind nur die Indices 1 der

i

‘Elemente R(1l) angegeben):

o, 1 2.3 4.5 :6 .7
170,372 5 4.7 6
2 370 1 6 .74 5
R = 8 2,1 0708 -t ; N=8 (3.6.4)
4, 5° 6 .17 0. 1 2.3
5 "4.,7:6.-1.°6,..3 2
6 .7 4,5 "4 3.0,
776 54 3 2 10

" Nicht nur die Haupt-, sondérn auch die Nebendiagonale weist gleich
vigroBe Elemente auf; auBerdem:treﬁen auch Symmetrien parallel zu

diesen Diagonalen auf (angéaeutet-dnrch gestrichelte Linien). Zum
| ﬁberwiegenden Teil aber sind die Elemente auf Parallelen zur Haupt-

 ~diagonalen jeweils unterschiédlich‘groﬁ.,Daraus ergibt sich:

'Matrizen vom TYP‘BDWT weiqhen:in ihrer,Struktur stark von der
einer Toeplitz-Matrix ab; eine Toeplitz-Matrix kann daher durch
die DW? nicht diagonalisiért,wéfden.. .
Die von einer'Toeplitz-Matrik:Stark abweichende Struktur der Matrix
.,.BDWT'laﬁﬁ vérmuten, daB si¢h dié:Eigenschaften der DWT zur Verar-
" beitung von Toeplitzmatrizen in wesentlichen Punkten‘von denen
""sinusférmiger" Tfansformationepqunterscheiden.:In den Abschnitten

" 4 und 5 wird dieser Gesichtspunkt noch eingehender erdrtert werden.
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3.7 Vergleich von Matrizenklassen:

Die vorausgegangenen Abschnitte haben gezelgt dag’ es eine Reihe
von Matrlxstrukturen R gibt, bei denen die Matrixelemente R

(1,3—0 1,...,N=-1) ausschlleBllch aus dem ersten Zellenvektor der

Matrix R mit den Komponenten R(O),...,R(Nf1) hervorgehen.

- Beispiele dafiir sind:

Toeplitz-Matrix: Ry = R(|i-3[) ‘ C(3.7.1)
Zyklische Matrix: Rij = R([j4i]mod N) (3.7 +2)
Dyadische Matrix: R = R(iD7) (3.7.3)

Jede vorgegebene Matrix nach Gl. 3.7.1 bis 3.7.3 kann auf Grund
ihrer Struktur sofort der jewéiligen Matrizenklasse .zugeordnet
werden. Daneben gibt es aber auch eine Reihe von Matrizen R wie
Rpwatr ¢ Bper Wnd Rpgryp (vol. Abschnitt 3.2...3.4), die allein
unter Kenntnis ihrer Struktur i.a. nicht unterschieden werden
ko6nnen, da in dlesen Fillen dle Matrixelemente Rij erheblich mehr
als nur N verschiedene Werte aufweisen diirfen. Eine vergleichende
Betrachtung beider Gruppenﬁist mdglich, wenn wir die jeweilige

Matrizenklasse allein durch ihre Basis A definieren:

Def.: Es sei eine feste Basis (Transformation) A gegeben.

Eine Matrizenklasse CA'besfeht dann‘aus der Menge aller

Matrizen BA" die durch die vorgegebene Basis A in eine

Diagonalmatrix im Bildbereich iiberfiihrt werden.

Im Bild 3.3 'sind Beispiele verschledener Matrizenklassen angegeben.
Aus dieser Ubersicht wird noch elnmal deutlich, daB ausgerechnet

fir den uns 1ntere531erenden Sonderfall von Toeplitz-Matrizen

‘keine allgemeine Basis ‘A existiert¥, wihrend dagegen z.B. jede

zyklische Matrix durch die DFT‘diaanalisiert wird, wobel diese
Transformation sogar mit:eineﬁischnellen Algorithmus durchgefﬁhrt
- werden kann. Die optimale Verarbeituﬁg von Prozessen mit Toeplitz-
Kovarianzmatrix bereitet daheriWeit gréBere Probleme als die Be-
'handlung von Prozessen ﬁit z.B._zyklischer oder dyadischer Ko-

‘varianzmatrix.

abgesehen von der Untermenge aller Kovarlanzmatrlzen R ~ eines
'MA-1-Prozesses
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4. Asymptotische Eigenschaften im Original- und Bildbereich

"Diekbishérigen Betrachtqngenib¢2¢g¢n'Sich.stgts auf Transforma-
tionen mit endlicher Blocklénge:N. Beim Ubergang auf wachsende
Blockléngen N-— o zeigtrsich,vdaﬁ_eine Reihe von Transformationen
eine Toeplitz-Matrix zwar nicht exakt, aber doch asymptotisch in
eine Diagonalmatrix im Bildbereiéh iberfiihren kdnnen. Diese Trans-’
formationenﬁsollen als asymptotisch optimal bezeichnet werden.

Dieser AbsChnitt,enthélt wichtige Aussagen zu dem asymptotischen
Verhalten der bisher eingefiihrten orthogonalen Transformationen;
diese Auésagen beruhen auf Betrachtungen der Kovarianzmatrizen

sowohl im Original- als auch im Bildbereich.

4.1 Asymptotisch dquivalente Matrizenfolgen

Die Untersﬁchungeﬁ im Abschnittr3 zeigten, daB eine Reihe von ver-
schiedenen Matrizenklassen CAV(CA:=_Menge aller Matrizen BA , die
durch A diagonalisiert werden) Matrixstrukturen aufweisen, die der

‘r‘elner Toeplitz-Matrix zumlndest 1n einem bestimmten Slnne ahnllch

' sind. Daher ist zu vermuten, das elne Toeplitz-Matrix durch diese
Transformatlonen A wenn nlcht exakt, so doch naherungswelse in eine
Dlagonalmatrlx im Blldberelch uberfuhrt werden kann. In diesem Ab-—"
'ééhnitt wird ein MaB fir die. "Ahnllchkelt" solcher Matrixstruk-
turen deflnlert und die Folgerungen fur das asymptotische Verhal-

ten bel wachsender Blocklange werden angegeben.

4.1.1 Deflnltlonen und Belsplele';

;:walr betrachten zwei Matrlzenfolgen {R( )} und {R(N)} bei wachsen—
der Blocklange N. '{R(N)} sel z.B. dle Folge der Kovarianzmatrizen,
“die zu einem festen vorgegebenen MA ProzeB der Ordnung M gehoren.

.vq'I{R(N)} sei dann z.B. eine Folge von zykllschen Matrlzen, ‘deren

,J‘Elemente fur jeden Wert N so gewahlt wurden, daB die Matrix R,
f;,mlt R( ) mogllchst gut uberelnstimmt, d.h., daB R(N) die Matrix
g (M)

_1 ,.mogllchst gut approx1m1ert Der "Approx1matlonsfehler wird

‘r:durch die leferenzmatrlx
_(N) =B§N) . éN)} e | 4.1.1)
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{ (N)

mit den Elementeh ek’ beschrieben.A‘

Es wird nun definiert /17/:

Zwei Matrlzenfolgen {R(N)} und {R( )} sind asymptotisch dqui-
valent, wenn die Hilbert-Schmidt Norm ihrer Differenz,

N N _ ' B
IE(N)l | w :;ﬂ > el ) | [ (4.1.2)
=, @ N /. , kn y ' TN e

k=1 n=1 - ‘ ' 5 i

die Bedingung

im lE™] = o | | (4.1.3)

N—+m

erfiillt.

Kann man zeigen, daB zwei Matrlzenfolgen asymptotisch aqu1valent
sind, so kdnnen eine Reihe von Aussagen, die z.B. fiir die Folge
{R(N)} relativ leicht anzugeben sind, dann auch auf die "schwie-
rlgere" Folge {R(N)} libertragen werden. Bevor wir ndher darauf |
eingehen, sollen einige Belsp;ele fiir asymptotisch #dquivalente
Matrizenfolgen angegeben werdéﬁ: |

Aufgabe: Es liege ein MA—PrdzeB der Ordnung M vor. Die zu diesem

.ProzeB mlt den von Null verschledenen AKF-Werten R(O)...R(M) ge-

horende Toeplitz- Matrlzenfolge‘{ (N)} soll durch folgende Matrizen-

folgen approximiert werden:

{Rég%}: Matrizen, die durch_die'DET diagonalisiert werden.

{Bég%}: Matrizen, die durch die DCT diagonalisiert werden.

SINT : Matrizen, die durch*die DSINT diagonalisiert Werden.'

' Im Bild 4.1 ist flir das Belsplel M=7 gezeigt, wie dle Aufgabe

geldst werden kann. Die von Null verschledenen Elemente der dar-

'gestellten Matrizen, R(i); —O,...,M + sind aus Uber51chtsgrunden

~.einfach durch den Index i gekennzelchnet.

(N)

Rppm wird alleln durch 1hren ersten Zeilenvektor be—

Die Matrix R

"*f st1mmt, der hier so gewahlt wurde,.daB d1e Elemente in . der Umge—

4' bung der Hauptdlagonalen von R

- .der .Toeplitz-Matrix R

(N)
—DFT.
uberelnstlmmen.

mit den entsprechenden Elementen
(N) ‘
-T

) (N) (N) o
. ;Fur die Matrlzenfolgen {RDCT} bzw {RDSINT} kann man entsorechend
Gl. . 3.3.21 die Koefflzlenten bo,ib1,..., b7 der Matrlzen -Potenz-

: _ freihe so wdhlen, daB die aus der Linearkombination resultlerende
ok 'Matrlx R

(N) o () (™)

=DCT DSINT genau mlt der Toeplltz—Matrlx R

iber-
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zu Bild 4.1

~einstimmt1 bis’ auf je M(M+1)/2 Elemente in den beiden Ecken der

(N)

Hauptdlagonalen. Diese von abwelchenden Elemente 51nd im Bild

4.1 durch das Zeichen + marklert.

|

~ Es sei angemerkt daBs elne'{R( )} approximierende Matrizenfolge
(N) (N) (N) _

. {BDMA1T} ganz entsprechend der Folge {RDCT} bzw. { RDSINT} struk
- turiert ist, lediglich die Zahl der stdrenden Eckelemente auf der

Hauptdiagonalen. ist kleiner (nur (M-1)M/2 Elemente je Ecke).

‘Aus Bild 4.1 wird deutlich, daB die‘untersuchten Matrizenfolgen die
_‘Toéplitz—Matfizenfblge {R(N)} approximieren kénnen, wobei ledig-
 '11ch insgesamt M(M+1) Eckelemente ‘auf der Haupt- oder der Neben-
rdlagonalen eine Abweichung zelgen. Der Fehlerbeitrag dieser Eck-
(). (Gl 4.1. 1) bleibt damit konstant und
,unabhanglg von N. Der Faktor-%%ln Gl. 4.%.2 treibt dann die Norm
™)

mlt wachsender Blocklange N gegen Null; daher 51nd alle
’angegebenen Matrlzenfolgen zuelnander asymptotlsch aqulvalent.

‘,elemente 1n der Matrix E




= 38i-

Diese Aussage gilt zunachst nur fiir ‘Matrizenfolgen, dle .einem MA— 
ProzeB endlicher Ordnung (ProzeBmodell nur mit Nullstellen in der
Ubertragungsfunktlon) zugeordnet 51nd Bei Prozessen, die durch
ein Modell beschrieben werden, das auch oder nur Pole aufwelst,
verschwindet die AKF R(i) nicht bei endlichen Werten i . Fir der—'
artlge,Toepllgz—Matrlzenfolgen”{gé&)}‘kpnnen die Verfahfen zur‘
Konstruktion asymptotisch &quivalenter Matrizenfolgén’aber ent-
sprechend modifiziert werden. Dies soll hier jedoch nicht weiter
erldutert werden; ein Beispiel fiir zyklische Matrizenfolgen zur
Approximétion von Toeplitz—Matrizehfolgen findet man in /18/.

Mlt dlesen Uberlegungen ist folgender Satz gultlg-

- ¥| Es. sei eine Transformatlon A vorgegeben (wobel A entweder die

(N)
(N)q T
{R,"’'} angegeben werden.

Matrizenfolge {5 } eine asymptotisch dquivalente Matrizenfolge

Die Folgerungen, die sich aus diesem Satz ergeben, sind im nédhsten
Abschnitt aufgefiihrt. Zur-BehahdlunQVdieses Abschnittes bendtigen
wir aber”eine'etwas'engere_FaSSUhé des Begriffes 'asymptotisch

dquivalente Matrizenfolgén'. Wir wollén sagen, zwei Matrizenfolgen

sind asymptotisch &dquivalent im engeren Slnne, wenn nicht nur dle.
- Norm |E(N)| (G1.4.1.2), sondern auch die Betragsnorm

|G 1 |
ET =g Z Z |kn S | (4.1.4)

.~tm1t wachsendem N gegen Null geht, d h,

1im :g‘N)= =0 4 kA . C(4.1.5)
N-+o _ R s S

'Flir den hier schOnkuntersuchEéh SOndérfall der Approximation von

Toeplltz—Matrlzenfolgen bedeutet d1e Forderung Gl. 4.1.5 keinerlei

'Elnschrankung- , . Rt

.Llegt ein MA-ProzeB endlicher Ofdnung vor, so ist auch die Summe

der Betrage der storenden Eckelemente in der approx1m1erenc(i§1)'xl

Matrlzenfolge endlich und unabhanglg ‘von N, so daB auch |E mit

' ‘wachsendem N gegen Null geht Llegt eln ProzeB vor, flir den dle'

lif,AKF R(l) bei endlichen Werten £ nlcht verschwindet, so geht die

(N) |

ffﬁffNorm (B ebenfalls gegen . Null, ‘wenn die AKF absolut summier-
; ~E,bar 1st (vgl Abschnitt 2 1) Dies kann z. B fiir eine app:px;—

.

DFT, DCT, DSINT oder d1e,DMA1T sei) . Dann kann zu jeder Toeplitz-.



’5”39'1’u:
! N ‘
mlerende Matrizenfolge zykllscher Bauart mit den entsprechenden'
Schrltten ‘gezeigt werden, wie éle fur die Norm lE(N)I in /18/

bel quadratlsch summlerbarer AKF angegeben wurden.’

Flir alle wuns 1ntere551erenden Toeplltz Matrlzenfolgen ist daher "

der Satz ¥ nicht nur fir dle asymptotlsche BEquivalenz bezugllch

| o (N) I

der Norm IE( )l sondern auch bezdgllch der Norm |E | gliltig.

-4.1.2 Asymptotische Eigenschaften‘deerovarianzmatrix im Bildbereich

Werden zwei asymptotisch aqulvalente Matrlzenfolgen {R( )} und
f'{R(N)} mit der gleichen Transformatlon A verarbeltet, so ist zu
erwarten, daB die belden Kovarlanz—Matrlzenfolgen im Blldberelch
auch in 1rgende1ner Weise dquivalent sind. Wir wollen nun unter-
'suchen, welche Aussagen genau' mogllch sind.

(N) (N)

.a;Dle Kovarlanzmatrlzen im Blldberelch seien B, und B, , wobei
8™ = ar™ AT ,i=1,2.‘v : (4.1.6)
—i =0y & : ;
Die_Abweiéhqng ZWischen §§N) und B(N) ‘werde ahalog zumvoriginalbe;‘

: A _ R
~ reich durch die Fehlermatrix ‘

p 0 5 () _ g (M)

B, (4.1.7)

beschrieben. Mit den Gln. 4.1.1,4.1.6 und 4.1.7 folgt sofort

r™ = a E(N)'AT s Tl : ' (4.1.8)

»Es seien a ; e . bzw. flJ (l,j 1,...,N) dle Elemente der Matrlzen
| A, E(N) bzw F( N . Dann gllt fur eln Element der Fehlermatrlx

-fil = jid E | aij'ejn’aln i. (4.1.9)

. ! n=1 j=1 ' H’:‘ E
Der Betrag von f,, soll nun abgeschétzt werden:
| N N o | ,

, ]fill = E Clagsl legyl lagyl L (4.1.10)

: n=1 j=1 Tt :

' Die Elemente a:Lj der Basisvektoren'kénnen in ihrem Betrage~leicht
'”abgeschatzt werden, da fir alle hier betrachteten (orthonormalen)
,f-Transformatlonen die Be21ehung
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ylaij[es ?;1 c = cohsf;:‘ (4115170
gliltig ist (vgl. Gl. 3.1.2, 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1). Damit wird
R I e | |
Ifill'fg = zz: E _ lejhl.,‘ h ‘ (4.1.12)
; : n=1  j=1 o ' : :
oder mit Gl. 4.1.4 /
- 2 |5 (N)y
< .
lgsl= e B " fd T 18]

Slnd nun die beiden Matrlzenfolgen {R(N)} und {R(N)} asymptotisch

1

dquivalent in engerem Sinne (vgl. Abschnitt 4.1.1), so geht mit
wachsendem N nicht nur die Norm E(N)l , sondern auch‘[fi_l gegen
Null:
lim |£,.] =0 ; Yi,1| L5 C(4.1.14)

N-» )

"~ Aus Gl. 4.1.14 folgt damit unmittelbar folgender Satz:

- Zweli Matrlzenfolgen {R(N)} und {R(N)} seien asymptotisch dqui-

valent im engeren Sinne. Bei belleblger vorgegebener Transfor-

matlon A stimmen dann dle Kovarlanzmatrlzen im Blldberelch,

§N) hnd B(N), fur jedes Element asymptotlsch iiberein.

Die Aquivalenz im Blldberelch ist also starker als im Originalbe-
"relch da asymptotisch aqu1valente Matrlzenfolgen im Originalbe-
relch durchaus eine (endllche) Zahl. von Fehlerelementen ejn auf-

. weisen kbnnen, deren Betrige m1t N—**n nicht verschwinden (vgl.

" Abschnitt 4.1.1).

‘Aus dem éngegébenen Satz ergibt sich unmittelbar eine wichtige
~Folgerung fir unsere Untersuchungen ‘der suboptimalen Transfor—
matlonen. ‘

"Eine der beiden asymptotlsch aqulvalenten Matrlzenfolgen {R(N)}

 v'“und {R( )} werde durch A exakt dlagonallslert Dann werden die

& Matrlzen der anderen Folge durch A zumlndest asymptotisch in Dia-"

gonalmatrlzen uberfuhrt Mlt dem Satz * aus Abschnitt 4.1.1 folgt

 fdann sofort:

Jede Toeplltz—Matrlx wmrd durch folgende Transformationen mit

wachsender Dimension N asymptotlsch in eine Diagonalmatrix lber-

fiihrt: DFT, DCT, DSINT und DMAIT.



S

Dlese Transformatlonen werden daher als asymptotlsch Optlmal be—v'

‘ zelchnet, d.h. sie haben asymptotlsch dle erkung elner Loeve—
~Karhunen—Transformatlon, die spe21ell auf den zu verarbeltenden

- ProzeB mit Toeplltz—Kovarlanzmatrlx zugeschnltten ist.

Die Elgenschaft, eine Toeplltz—Matrlx asymptotlsch in eine Diago-
nalmatrlx zu lUberfihren, ist fur dle DFT schon gezeigt worden,

wenn auch erst in Jungster Zeit - (/19/, 1975). Zu den anderen Trans—
formationen sind sonst keine welteren verglelchbaren Untersuchungen.
‘bekannt. ’

Der angegebene Satz legt die VermutpngAnahe, dap samtliche Trans-
formationen A , die auf Sinus—Cosinus—Funktionen beruhen, asymp~
totisch optimal sind. Im Abschnltt 4.2 wird gezeigt werden, ob und

unter welchen Bedingungen dles,tatsachllch der Fall ist.

|

4:1.3 As?mptotische Eigenschaften der Eigenwertverteilungen

Asymptotisch dquivalente Matrlzenfolgen zeigen nicht nur fir 1hre
Kovarlanzmatrlzen im Blldberelch ein ‘dquivalentes Verhalten, son-'
dern auch fiir eine Reihe welterer w1chtlger Eigenschaften.
‘Besonders erwahnenswert ist das asymptotlsche Verhalten 1hrer

Elgenwertvertellungen. Es gilt folgende Aussage /17/:

()}

Sind zwei Matrizenfolgen'{R und {R( )} asymptotlsch dqui-

valent, ‘'so sind die Elgenwerte der Matrizen R{N) und R(N)
asymptotisch glelchvertellt
Das bedeutet im einzelnen /17/
(N)

(N) besitze die Eigenwerte A(N) und R(N) die Eigenwerte V

*

»(k 1,...,N) ‘und ‘es sei F( ) elne stetlge Funktion, deflnlert auf
dem gesamten moglichen Werteberelch [m M]der Eigenwerte, d.h.

A(N" oM = VkN 1 ' | (4.1.15)‘

Dann gllt be1 asymptotlscher Aqulvalenz der Matrlzenfolgen {R(N)}

;;und {R(N)}

Caelt 1 (N)
lim <= Fiv

M'z

F[R(N)] - lim %

. (4.1.16)
Y Newo ~ =1 o3 )

P
o
—



TR » C-420= 0

: Das bedeutet, in jedem Ausdruck der 1n der Form Z:F[] von den_
Elgenwerten abhangt, konnen dle Elgenwerte der einen Matrlx

'durgh die Eigenwerte der anderen Matrix ersetzt werden, wobel'

‘der| Fehler mit wachsendem NﬁaSYmptOtisch gegen Null geht.

Mit diesem Satz ist z.B. eine Aussage iliber die (schwer zu berech-

nenden) Eigenwerte einer MatringgN) mdglich, wenn die (z.B. leicht

(N)

zu berechnenden) Eigenwerte. der Matrix R bekannt sind Die

” wohl beriihmteste Anwendung dieses Pr1n21ps ist die Bestlmmung der

(N))
(N))

: asymptotlschenrElgenwertvertellung von Toeplitz-Matrizen (R
aus den‘Eigenwerten?approximieréndér zyklischer Matrizen (R
Die Eigenwerte zyklischer Matrizen kénnen sehr einfach bestlmmt

werden, denn sie sind die Fourier- Transformlerten des ersten Zellen—

vektors der Matrix /10/, der seinerseits die AKF des Prozesses mit
. Toeplltz-Matrlx approximiert. Daher fiihren die Eigenwerte von R(N)
als Fourler—Transformlerte der AKF direkt auf das Lelstungsdlchte-

(N)

spektrum, so da8 dann die Elgenwerte von R asymptotlsch gleich-

(N)
2
Sample-Werten des LDS. Dies ist genau das Theorem von Szegd (vgl.

Abschnitt 2. 4)

‘Eine ausgezelchnete Darstellung der hler skizzierten Zusammenhange

verteilt sind sowohl mit den Eigenwerten von R als auch mit den

iber asymptotische Elgenwertvertellungen findet man in einem Uber-
sichtsaufsatz von R.M. Gray: /17/ Wegen der Bedeutung dieser Aus-
sagen sollten aber die w1chtigsten_Pr1n21p1en hier kurz angedeu-
tet werden. ' Py &

4.2 Asymptotisch optimalé:Tranéfofmationen. o t

Im‘AbSChnitt 4.1.2 hatten wir_féstgeStellt, daB die Transformatio-
nen DFT, DCT, DSINT und-DMA1T:einéfTéeplitz-Matrix asymptotisch in
eine Diagonalmatrix ﬁberfﬁhrén;kénﬁen.‘Eine zu einer'Toeplitz—
Matrix konstruierte Loéve-Karhunen-Transformation zeichnet sich
aber nicht nur dadurch aus,'dédeié:KoVariénzmatrix im Bildbereich
éine Diagonalmatrix ist,;sondefh‘auCh dadurch, daB sich die Ver-
ﬁeilung aer Varianzen der Spéktralkoeffizienteh der Verteilung

des Sample—LDS ndhert. Man kann,dahex relativ einfach zeigen, daB
unter bestimmten Bedingungén sidmtliche auf Sinus-Cosinus-Funktio-
nen beruhenden Transformationen asymptotlsch optimal sind, wenn
man direkt vom.Bildbereich: ausgeht d h. direkt die Varlanzen Ck
der Spektralkoefflzlenten yk berechnet Das Ergebnis dieser Be-
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trachtung soll als Satz vorangeételit werden:
Jede Transformation A, deren Ba31svektoren aus Abtastwerten
von ‘Sinus-Funktionen belleblger Phasenlage bestehen, errelcht

fiir jeden ProzeB mit Toeplitz-~Kovarianzmatrix asymptotisch
(mit wachsender Blocklénge)fdie'gleiche VarianzvérteilUng im -

Bildbereich wie eine LoéveéKarhunen—Transformatidn, wenn- die
Eigenfrequenzen der Basisvektoren von A gleichmdBig Uber das
Intervall (O,W) verteilt sind. .

Dieser Satz zeigt also, daB nicht nur die bereits untersuchtén‘
Transformationen (DFT, DCT, DSINT und DMA1T), sondern auch die
DWPT (Abschnitt 3.5) und alle‘Weiteren‘— ggf. noch unbekannten -
Transférmationen, die die BedinQungen}k&sSatzes erfiillen, asympto-

tisch optimal sind, d.h. mit wachsender Blockldnge genauso wie die

S . s
. Loeve-Karhunen-Transformation  arbeiten.

- Um diesen Satz zu_beWéisen,'betrachten wir zundchst die Varianz
eines Spektralkoeffizienten bei Verarbeitung~eines Prozesses mit
" Toeplitz~-Kovarianzmatrix und behadpten:

EEE :. Jeder Basisvektor ai vom Betrage Eins, der aus AbtaStwer-
ten einer Sinus-Funktion mlt belleblger Phasenlage und der
Frequenz() besteht, fihrt auf elne Varianz G des zugeordne—
ten Spektralkoefflzlenten Yy r die sich mit wachsender Block-

lange asymptotlsch der Leistungsdichte S(eJ ! des Prozesses

bei der gleichen Frequenzﬂk ndhert.

- Wenn 'diese. Behauptung richtig ist, so folgt unmittelbar der an-
fangs angegebene Satz: Denn sind die Frequenzen.(’)k der Basisvek-
toren glelchmaﬁlg iiber (0,M) vertellt, so sind die Varlanzen G
asymptotlsch so verteilt wie das Sample—LDS Nach dem Theorem von
Szegd ist dies aber genau dle Grenzvertellung der Varianzen 5

bei der LKT; d.h. eine Transformatlon A, ‘die die Bedlngungen des

. Satzes erfullt, erreicht asymptotlsch die Varianzverteilung der
',‘LKT im Blldberelch '

Bewels.

 'Zum Bewels der Behauptung w1rd die Varlanz 6 eines Spektralkoeffi-
wf21enten yk direkt berechnet. Es treten dabel 2 Tﬁfme auf, von denen
' ‘gezeigt wird, daB der eine den Wert des LDS S(el™™) annimmt,
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wahrend der andere Term mit wachSender‘Blocklénge N veréchwindét.

-Um die Normlerung des Ba51svektors aT auf den‘Betrage Eins zu ver-

elnfachen, betrachten wir nur Frequeizen der Form( =-—JT,-wobe1

r und s natiirliche Zahlen sind. Diese ‘Voraussetzung bedeutet :
praktlsch kelne Einschrdnkung, da die Elgenfrequenzenil der o.a.
Transformatlonen sdmtlich in dleser Form darstellbar 51nd ,
Wir werden dann das Verhalten bei'wéchSender Blockldnge N—»=® untér—
suchen und betrachten dazu, - ebénfalls um die Normierung zu ver- l
einfacheh - nur solche Blocklangén N; die in der Form N=p's (p sei
natiirliche Zahl, p=1,2,...® ) darstellbar'sind. Damit ergibt sich
folgende Beziehung zwischenAFrequenz und Blocklé&nge:

I)k =<£%$57T ;, wobei p-r eine nétﬁriiche Zahl/. (4.2.1)
Der Basisvektor EE wird nun durch - \
§E1= c ( ooy cos(&)k-n +@£), ees) 7 n=0,1,...,N-1 (4.2.2)

beschrieben; wobei der Phasenwinkel.d.beliebig groB ist. Die Kon-
stante c wird so gewdhlt, daB gnggn Betrag Eins aufweist. Mit
den in /20/ angegebenen Formeln fiir Summén von Sinus-Cosinus-Ter- .

men ist sehr leicht nachzuvollziehen, daB (mit Gl. 4.2.1) c zu.

c = T%f , Elr, Yo PRREE (4.2.3)

gewdhlt werden muB.
Der Spektralkoeffizient ykfgeht dann aus
yk = E akn xn ’ ‘ . (4.2.4)
.—O & C . % : .
hervor, wobei die Komponenten ak des Basisvektors QE in der Form
‘ ] 3 ;f o
1 VE‘[ 3082y n+',) -2y n+ )]
N e ‘ + e

a,. = =

kn 2 (4.2.5)

‘deschrieben werden sollen.

Die Varianz 6’ des Spektralkoefflzlenten yk ist dann

SZ=x8ly1 ,
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: CN-1  N-1 it .
' o 30, (n-1) -39 (n-1)
6§ = o g E E[xn‘xi]{e‘ k +e " K (4.2.6)

j[gk(n+})+2d] -jLQk(n+l)+2¢1}.

+ e + &

Wir spalten diesen Ausdruck in zwei Terme auf:

G2 =62 +G2 , wobei - (4.2.7)
| N-1 N-1 -
2 1 ;
6A =5 Elx  x] cos[ﬂk(n—l)] (4.2.8)
, | n=0 1=0 -
.. o N-1 N-1
2 1 '
6£1= N E[xn xl] cosﬂ)k(n+l)+2&]' . (4.2.9)
: n=0 1=0 '

1. Term 5; :
. Es gilt
Elx, x;]= R(n-1) 5 - (4.2.10)

- wir betrachten daher den Index m=n-1 in der n"l-Ebene:

N-Tq  =N+1-— 1 0
-1 0 1
-1 0 1
‘ -t ms=mn -1
-1 0] 1
14 -1 o 1
o - 0 1 N~-1
| 1 l
0] 1 e N~1

n ———e

Bild 4.2: Indexwerte m=n-1 in‘déi;n-l'Ebene.

Aus_Bildf4.2.ist zu entnéhmenl‘wie’héufig die verschiedenen m-Werte
(m=fN+1,}.;,N—1) auftreten. Da die Doppelsumme in Gl1.4.2.8 selbst

‘nur von m abhingt, kann<5§ sofort in der Form
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‘ N-1 : ;o S
6= E Q- "“‘) R(m) cos (R, m) (4.2.11)
| m=-N+1 '
geschrieben werden. Andererseits ist das LDS des Prozesses {x ¥, 4
gegeben’durch (vgl. Gl. 2.1.4)
L k ; . ‘
S(e 7) = E R(m) cos( m) , (4.2.12)

so daB im Grenzfalle

30
11m62 = s(e k

) Fr (4.2.13)
N~ ® A * .

2. Term 6;__

. In @l. 4.2.9 fﬁrffg interessiert auBerdem auch der Laufbereich flr
den inde$ i=n+l in der n-1:Ebene :

-

g P _ : IN=3=2N~2

‘ e - 2T~3
LT oy
;T |
2 3 4 5 . N+1
: I RRI L, i =n+1
: 1 - I . 3 4 T
o 0-— 1 LX) 3 N-1
| ! N 1
0 1. +'2 N-1

Bild 4.3 : Indexwerte i=n+l in der n-1l'Ebene.

f’er sortleren nun die Doppelsumme in Gl. 4. 2 9 so um, daB jeweils
"Glleder mlt gleichem m-Wert zusammengefaﬁt werden, so daB R(m) aus-
geklammert werden kann. Mit Bild 4.2 und 4.3 ist 1e1cht zu sehen,

‘daB wir tiber die Nebendlagonale bzw. Parallelen dazu summieren, so

.n1 ;daB 62 die Form
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’ N Sl O SREL .
6§§= %4{R(O) ZE:‘cosﬂlk(2q42)+2a] (4.2.14)
‘ q=1 - vy | ;
N-1 ' ,'N"m . . )
+ 2 }E: [R(m)' ZE: ébs[ﬂk(m+2q—2)+2d] ] }
| -m=1 . g=1 : :

annimmt. Die erste Summe in Gl 4;2.14 (Koeffizient von R(O) )
ist 1dentlsch Null; die anderen Summen kénnen so umgeformt werﬁen,
daB zu einem AKF-Wert R(m) eine Sumhe mit genau m Cosinus-Termen

‘ géhért (vgl. Anhang, Abschnitt 3.A). Dann wird Gl. 4.2.14

N-1 T om : .
21 2 \ :
6B1= - E-ZE: {R(m) z{:‘cos[(2N—2—m+2qM2k+2d] } " (4.2;15)’
m=1 ag=1" .
Mit lcos(')l = 1 ist sofort folgende Abschdtzung mdglich:
N-1 ey A \
621 ="2. Z m Rm] - o | (4.2.16)
P m=1 - . :

Es ist nun zu zeigen, daB Gé'mit.N—vaa verschwindet, wobei nur vor-
ausgesetzt wird, daB die AKF R( ) absolut summierbar ist (s. Gl.
2.1.9). Dazu beschreiten wir elnen Weg ahnllch wie in /18/; wir
-wdhlen eine feste groBe Zahl P und: spalten 6 in zwei Summen auf,
die dann@abgeschétzt werden zu _

‘ ‘ - N=1

621 = 2 max {Ir(mI} Zm + 2 Z lRml . (4.2.17)
‘ TemeR . m=P+1
~P(P+1)
ELEHY)

'Nun halten wir die Zahl P fest und bllden den Grenzubergang N—>u>
‘Der erste Term in Gl. 4. 2.17 verschw1ndet dann mit P /N . Der
zwelte Term bildet zwar einen Beltrag,vdleser kann aber, wenn wir_
P genugend groB wdhlen, beliebig klein gemacht werden. Daraus folgt

1m6]§ = pes 2, : (4.2.18)
N-ﬁm : g

und ‘damit auch

o Tt |
um 62 = s % | . (4.2.19)
N+ . ‘

7,Gl} 4.2.19 ist gehau der Beweis fiir die angegebene. Behauptung.
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4.3‘VariahZVefteilung im Bildbéreich_fﬁr”asymptotisch optiméle

und nicht optimale Transformationen

Bei einer‘Reihe von T;ansformaﬁionen ndhert sich die Varianzvertei-
lung im B;ldbereich mit wachsender Blocklénge'nicht der bei einer

Loeve-Karhunen-Transformation eintretenden Varianzverteilung, wenn
ein Prozef mit Tdeplitz-Kovarianzmatrix vorliegt. Solché Transfor—

mationen sollen als nicht asymptotisch optimal bezeichnet werden.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daB alle Transformationen, die

nicht aniAbtastwerte von Sinus-Cosinus-Funktionen zuriickzufiihren
sind, zu der letzgenannten Klasse gehdren. Ihre Varianzverteilﬁn—
gen im Bildbereich werden ndher untersﬁcht und verglichen mit den.

Varianzverteilungen asymptotisch'optimalef Transformationen.

4,3.1 Darstellung der Basisvektoren einer Transformatlon durch dle

Ba81svektoren einer Bezugstransformatlon

Fiir die weiteren Betrachtungen werden jeweils zwei Transformatio-
nen miteinander verglichen. A sei die zu untersuchende Transfor-
mation und B sei eine Bezugstransformation mit bekannten Eigen-—
schaften (z B. die DFT).

' Die Ba51svektoren ag (k=1,...,N) der Transformatlon A k&nnen durch
die Basisvektoren b, von B dargestellt werden:
; N . p

T _ T , :
a = E Ci1 91 i o k=1,...,N i (4.3.1)
- . 1=1 » \ ' '

wobei

ck1*~ Ek 91 . (4.3.2)

Die Entw1cklungskoeflelenten c sind also die Skalarprodukte’

kl :
zwlschen Je zwel Basisvektoren der beiden Transformationen A und B.
Im folgenden wird deutliéh'werden,fdaﬁ aus den Entwicklungskoeffi—
zienten Cr1 sehr gut auf die Varianzverteilung der Spektralkoeffi-

_zienten im Bildbereich von A geschlossen werden kann:

' Es werde ein Datenvektor x mit beiden Transformationen transfor-

' 'miert. Die Spektralkoeffizienten bei-Verwendung von A sind

yk _ ik X ’ : ‘ A (4.3.3)



= ggra

- mit der%Transformation B entstehen die Spektralkoeffizienten

T . P '
wi=b x . . (4.3.4)
Dér'Koeffizient Y kann nun mit Gl. 4.3.1 und 4.3.4 auch durch
w1,,,.,wN beschrieben werden: ‘ ‘
N ' , ‘ .
Yy = zz: Syl W3 . — ‘0 (4.3.5)
- 1=1 ' :

Die Varlanz von yy _ ist dann

6 = Blyfl e
N N L e |
2 _ ' i |
Ok = Z Z k1 Ckn EL¥) Wyl : - 42a 3o B

2 1=1 n=1

Wir setzen nun und fiir die folgenden Betrachtungen voraus, daB die

Bezugstransformatlon B eine asymptotisch optimale Transformation

(zur Verarbeitung von Toeplitz-Matrizen) sei wie z.B. die DFT, DCT,
DMA1T USﬁ. .‘Dann sind die Koeffizienten Wy asymptotisch unkorre-
liert (d. h E[w W ]— 0 , wenn 1#n) und ihre Varianzen E[wl]
nehmen asymptotlsch den Wert der Leistungsdichte S(eJ ) bei der
Eigenfrequenzﬂ=ﬂl des l-ten Ba51svektors an. Die Frequepzen&ll
sind dabei &dquidistant und mit 1 zunehmend iiber das Intervall ‘
(0,7 verteilt. Damit wird dann fir die Varianzen®_ aus Gl. 4.3.6
N

' R, 1]
lim Gi = Tim Z e2 gle . : (4.3.7)

Das bedeutet, die Varianz G kann asymptotlsch als gewichtetes
Mittel des Sample-LDS S(-) dargestellt werden. Die Gewichts-
faktoren 51nd die Quadrate der Entw1cklungskoeff121enten Cr1

des Bas1svektors ag nach den Ba51svektoren einer asymptotisch

optimalen, aber sonst belleblgen Bezugstransformation.

2y zugeordne-

Die einem Spektralkoefflzlenten yk»bzw. Basisvektor aT
‘ten EntWickluﬁgskoeffizienten Cp1 erlauben daher eine Grenzaussage
liber ‘die Varlanz(5 direkt 1m Frequenzberelch d.h. unter Kenntnis

des Lelstungsdlchtespektrums des zu verarbeitenden Prozesses.

‘Ist die Bezugstransformatlon B dle DFT, so sind die Entwicklungs-

' koefflzlenten C)q die dem Basisvektor gT

X zugeordneten Fourier-
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koeffizienten- d.h. die Werte {021 } 1=1,...,N} bezeichnen das

"Spektrum" _eines BaQLSvektors ak » das aus der Fouriertransfor—

mierten qelnes 201‘110hen Verlaufs (Komponenten von ak) erhal-
ten wurde. Die Kenntris dieses Spektrums gibt dann sofort Auf-
schluB, ln welchen Frequenzberelchen aus dem Intervall (0'7) die
Varianz 6 durch das LDS S(e:l ) gemaB Gl. 4.3.7 besonders stark

beelnfluBt wird (nd&mlich bei Frequenzen mit hohen Werten von cil)

Zusammenfassend ergibt sich’ also dle Varianz 6 asymptotisch
aus dem Lelstungsdlchtespektrum S(ej ) des ProzeSSes, gewichtet

mit dem Spektrum {ckl 7 l—],,..,N) des dazugehdrigen Basis-

vektors QE .

4.3.2 Bandbreite eines BasisVektoré

Zur Beurtéilung der Varianzverteilung im Bildbereich ist es wiphtig
zu wissen, ob sich die Ent&icklungskqeffizienten Cr1 eines Basis- ,
vektors gg ihrem Betrage nach auf eine Frequenz bzw. Frequenzgruppe
konzentrieren. Es ist leicht zu sehen (Auswertung von Gl.4.3.6.flr

ein weiBes Spektrum), das

N ’ , .
Z ey =1 p k=l 0N (4.3.8)
1=1 gt g oo | _ -
Wir kdnnen nun mit Gl. 4.3.8‘jeéém Basisvektor gg eine Bandbreite
AQ (€) zuordnen (vgl. Bild 4.4): S

, 311d 4.4 : Definition der Bandbfeitél&ﬁk(E) eines Basisvektors QE



lDeflnltlon- Die BandbrelteAJIk(S) E>o0 , eines Ba51svektors ag

ist dle klelnstmogllche Bandbrelte (bzw. der klelnstmogllche

';Indexberelch 1a 1,5;].) die blS auf einen Fehler & fast alle
' Koeffi2ienten ékl enthalt, d h.
| 1y ) BT ‘ e o : '
1= Y gy =E€ W N, b e, (4.3.9)
1=1, - . e &

"Mit dieser Definition kéhnenldie-Ba513vektoren bzw. die dazuge-

- hdrigen Transformationen in zwei Klassen eingeteilt werden:

I)Basisvektoren mit verschwindender Bandbreite

- Wir definieren: _ .
- | : .
Eine Transformation weist Basisvektoren mit verschwindender Band-

breiteiauf, wenn zu jedem £3>'Q~alle Basisvektoren die Bedingung

1im AQ(€) =0 i kelpsuN.. ' (4.3.10)

N~
erfiillen.

Ein Beispiel fiir die Entwicklungskpeffizienten von Basisvektoren

‘mit verschwindender Bandbreite:ist in Bild 4.5 angegeben.

0.8 Voo T
e N=16
0.6 : . ; o
k1" 6.4 . - 1
0.2 ,l 5 YI' - l l“
o] ! % lv ! l_'l 1 T T *!' ll ! 1 1 T R
1°2.3 4°5.6.7 8. 9 1011 12 13 14 15 16
1-—0—
1 0.8
0.6
oo .1 N=128
k1 k=56
0.2
O L1 I 1 I’
1 32‘ 96 128
. ' 1[___.._ :
] ] i ' )
o R i I : w
N Te X L), e

-.~Bild.4.5 : Beispiele fir EntWickiuﬁgskqeffizienten von Basisvek-

. : toren gT mit verSchWindender'Bandbreite.

k
A: DMA1IT ; Bezugstransformatlon B: DFT

Frequenz von k .§2k Z}§. = i 7'T



”.Es iSE gﬁt‘erkehnbér, das sich mit“zunehmender'Bldcklénge'N die:"
 *‘Entw1cklungskoeff121enten ckl immer enger im Bereich um )= Qk
ff»der Elgenfrequenz des analys1erten Basisvektors aE . konzentrieren.
‘Bei verschW1ndender Bandbrelte elnes Ba51svektors wird daher die
““Varlanz Gk (vgl. Gl. 4.3.7) asymptotlsch nur durch die Leistungs-
‘dlchte S(eJQk) bei der Elgenfrequenzilk des Basisvektors bes timmt.
Sind diese Elgenfrequenzenfzk glelchmaﬁlg uber (O 73 vertellt, so -
* sind dle Varianzen der Spektralkoefflzlenten 652 , und das Sample-
' LDS asymptotisch glelchvertellt,_d.h. die Transformation A ist b
'asymptotisch optimal. BT ' '
- Zu den ‘Transformationen mit Ba51svektoren verschwindender Band-
bfbrelte 'gehdren alle auf Sinus- C051nus—Funkt10nen beruhenden Trans;
formationen. ,
Wie sieht nun die allgemeine Fbrm_(Verlauf) eines Bésisvektoré gg

mit verschwindender Bandbreite_aus?~'

Entsprechend Gl. 4.3.1 und 4.3.9 wird QE asymptotisch durch
T ~ . T ' ‘ ‘:’ \

a ¥ ). b (E-Bnlles

" beschrieben, d.h. als Uberlagerung von Sinﬁsschwingﬁngen dicht
benachbarter Frequenzen. Mit zunehmender Blocklange N—- oo sinkt
‘zwar nicht notwendig die Zahl lB l +1 ‘der iberlagerten Vektoren bl,‘

.~wohl aber der maximale Frequenzunterschled der Vektoren b? ; dieser

geht gegen Null. Der allgemelne Verlauf von ag entsteht dann aus

.~ den Abtastwerten eines 51nusformlgen Slgnals, das mit einem zweiten

”, stelltJ

Slgnal ~dessen maximale. Frequenz mit-wachsender Blocklange gegen
; Null geht, multlpllzlert w1rd (vgl der Fall der "Schwebung”).

Eln typlsches Belsplel 51nd dle Basxsvektoren der LKT fiir Prozesse
ilhohereerrdnung, ein solcher Basmsvektor ist im Blld.4.6.darge—A

‘ AN — . Jn T\i\ 1 ]\ | ,f iix
e i 7 h‘{l\ AR =

"Bild 4.6 : Ba51svektor aus einer LKT der Blocklidnge N=64, die einem,

AR-10- ProzeB (Toeplltz Kovarlanzmatrlx) zugeordnet ist.
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- Der dort Zugfunde gelegte AR—10'ProzeB ist an das Langzeit-LDS
lvon Sprache angepaBt. Das’ modullerende" Signal mit verschwinden-
der Frequenz ist in Bild 4.6 durch d1e ~gestrichelte Hiillkurve dar-

-‘gestellt.

Basisvektbren mit verschwindehdér?Bandbreite werden also aus Sig-
nalen gebildet, die "kurzfrlstlg“’reln sinusférmig verlaufen, aber
"langfristig" ihre Phasenlage und Amplltude belleblg (aber sehr
langsam) dndern diirfen. Solche Baslsvektoren mlt verschwindender

Bandbreite sollen'als asymptotisch sinusférmig bezeichnet werden.

Jedes Transformatlonssystem A mit asymptotlsch 51nusformlgen
Basisvektoren ist asymptotlsch optlmal wenn die Elgenfrequen-
zen der Basrsvektoren glelchmaﬁlg oder asymptotisch gleich-

maslg iber das Intervall (O'T) vertellt sind.

Sind zwei Transformationen asymptotlsch optlmal, so bedeutet es
also noch lange nicht, daB auch 1hre Basisvektoren asymptotisch
-~ dquivalent sind, d.h. nach 1rgende1ner Fehlernorm asymptotlsch

{ibereinstimmen miissen.

II) Basisvektoren mit nichﬁ_VefSchWindender Bandbreite

. Die bisherigen_Betrachtungen5solltén»nicht so sehr dazu dienen,

weitere Eigenschaften astptbﬁisch”optimaler Transformationen auf-
" zudecken, sondern vielmehr. dazu,'Kfitérien zu finden, um nicht
.'asymptotlsch optimale Transformatlonen zu erkennen, Ein welterer

'-‘Schrltt auf diesem Wege ist nun dle Untersuchung von Ba51svektoren
‘ m1t nicht verschwindender Bandbrelte.-

Wir deflnleren° 4 ;

Eine Transformation weist BasisVéktoféhsmit nichtverschwindender

: Bandbreité auf, wenn Gl. 4.3.10 nicht erfiillbar ist, d.h. wenn mit
~mit- wachsender Blockldnge N die BandbrelteZLQ () nicht belleblg
kleln gemacht werden kann.

)‘fEln Beispiel- fdr die Entw1cklungskoeff121enten von Basisvektoren

_:mlt nlcht verschw1ndender Bandbrelte ist in Bild 4.7 angegeben.
‘. Der- Verglelch mit Bild 4.5 zelgt deutllch' daB sich die Entw1ck~
 lungskoeff1z1enten mit wachsender Blocklange hier nlcht auf ein.

'"schmales Frequenzband konzentrleren.,
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Bild 4.7.: Beispiele fiir Ehtwicklungskoeffiiienten von Basisvek-

T
toren ék

A: DWT ; Bezugstransformatlon Bs. DET
kﬂ’: aﬂo ’

mit nlcht verschW1ndender Bandbreite.

T
Frequenz von E-k‘.-’,_"Q‘k‘

Wie sehen nun die'Basisvekfofén ‘mit nicht verschwindender Bandbreite
‘allgemein aus7 Die Antwort 1st sehr elnfach sie ergibt sich sofort\

“aus der Umkehrung des Tells I }]v

Eln Basisvektor mit nlcht verschwindender Bandbreite liegt dann
vor, wenn er nicht durch Abtastwerte von Sinus-Funktionen bzw.‘
asymptotisch sinusformlg verlaufenden Funktionen dargestellt
werden kann.
Aﬁs diesem Satz folgt. unmiﬁteibar; déﬁ'eine Reihe von bekannten
'5Transformatlonen wie dle DWT, DST (Dlskrete Slant-Transformation,’
 ,/21/) und die Haar Transformation /15/ Ba51svektoren mit nicht

;verschwxndender Bandbrelte aufwelsen.iBel diesen Transformatloneﬁ

:f}w1rd ‘dann die Varianz elnes Spektralkoefflzlenten auch bei groBer . .

'ﬁ°ffn1cht verschw1ndenden Frequenzberelch festgelegt

4'fBlocklange stets durch den Verlauf des LDS uber einen prelteren,

i i i ',".‘



& ’Bewels-

'vaarlanzvertellung im Blldberelch wie bei Verwendung einer LKT bzw.‘ %

*f}dle Var1anzen€5 der Spektralkoefflzlenten asymptotisch als ge—
‘i3w1chtete Mlttel des LDS beschrleben werden, wobei hier die Mlttelung

g

f4:3.3 Nicht‘asymptotisch OptimaiegTranSformationeﬁ‘

{

f. ,M1t den Betrachtungen aus Abschnltt 4 3.2 kdnnen wir nun folgenden
‘Satz beweisen: " g

Jede Transformation}:die"BasiSVéktbren mit nicht verschwinden- .

der Bandbreite aufweist, 1st nlcht asymptotlsch optlmal bei

Prozessen mit Toeplltz Kovarlanzmatrlx.

Dleser Satz 1st genau das Gegenstuck zu dem Satz aus Abschnitt 4.2

iber Transformatlonen mit aus Slnus Funktlonen abgelelteten Ba51s—
vektoren. Mit Hilfe dieser belden Satze kénnen wir jede Transfor- -
'matlon ‘A - nur unter Kenntnls des. Typs von Bas1svektoren = sofort ‘}}'5_7
} und ohne weltere Rechnung elner ‘der beiden Klassen (asymptotlsch

A, optlmal und nicht optlmal) zuordnen.

Eine Transformatlon ist nur dann asymptotlsch optimal, wenn sie

,'fur jeden Proze8 mlt Toeplltz—Kovarlanzmatrlx asymptotisch. dleselbe P

wie das Sample~LDS aufweist. er betrachten nun einen Prozef mit
, streng monoton verlaufendem LDS S(eJ ) . (z.B. AR-1-ProzesB, vgl
Bild 4.8). '

.Bild. 4.8 : LDS S(e?) fur einén_";ARéiéprozes.

Dle Bandbrelte der Bas15vektoren geht nach Voraussetzung mit

  wachsender Blocklange nlcht gegen Null Da entsprechend Gl1. 4 3 7

'{uber einen. nicht verschW1ndenden Berelch‘612>>0 durchgefihrt wird,

lxlkonnen dle Var1anzen.6 nlcht dle Extremwerte des LDS, SO und SU ‘;rﬂﬂ
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(vgl. Bild 4.8), annehmen. Es gilt daher

¥ - 2 . | ‘,
Sy +ASy= Gk‘s Sq -.Aso,_ .,,.‘_\-Vk ] | , (4.3‘.12)\

wobei die Werte AS, uhd‘ASU mit‘waéhéenaer Block;énge nicht gegen
Null gehen. SE L o ‘ o
Der Wertebereich der Var1anzen<5 Stydaher durch den schraffier—
ten Bereich in Bild 4.8 festgelegt Die Vertellung der(3 kann
sich dann mit wachsender Blocklange nicht der Vertellung des

‘Sample-LDS ndhern; womit der Satz bewiesen ist.

Anmerkung zum Beweis:

Eine nicht'asymptotisch optimaie'Transformation kann auch einige
Basisvektoren (Anzahl L) mit'vérschwindender Bandbreite aufweisen
(z.B. der erste Basisvektor‘bei DWT-ﬁnd DST) . Wenn der Anteil L/N
mit N+ gegen Null geht, wird5diefVarianzverteilung durch diese .
L Basisvektoren nicht”beeinflﬁﬁt,:a.h.;diese bilden eine "Null-
menge", sd daB der'angegebéné.Satz‘auch flir solche Transformatio-
nen giiltig ist. e

~4.3.4 Beispiele fiir VerteiluhgenZVOn Entwicklungskoeffizienten

In diesem Abschnitt sollen abschlleBend einige Beispiele zu den.

">'vorangegangenen Betrachtungen angegeben werden. Es wurden die

Entwicklungskoeffizienten ckl (k l 1,...,N) flir einige Transfor-
mationen A und der Bezugstransformatlon B .= DFT bei der Blocklénge
N=64 berechnet. Die Betrdge der Werte 1 sind in Bild' 4.9 durch
chhwarzungsgrade dargestellt, d h. je hther der Betrag Ickll,

desto dunkler ist die entsprechende Komponente im Blld

i,Blld 4.9 ist folgendermaBen‘zu lesen:
 Die k-te Zeile einer "Grauwertmatrix" enth#lt die Betrdge der Ent-.

IW1cklungskoefflzienten, Ic l|, fur den k-ten Basisvektor aE der zZu

‘;'untersuchenden Transformatlon A. Dle Varlanz 6 des zugeordneten

Spektralkoeffizienten erglbt 51ch dann aus dem mit den Quadraten
" von Ci 1 (1;1,.;.,N) gew1chteten Mlttel des ilber der Abszisse auf-
o gefragenen‘LDS,S(e ). | |
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" Aus Blld 4 9. w1rd noch elnmal der Unterschled zw1schen den asymp-'

“totlsch optimalen und nicht optlmalen Transformatlonen deutllch-5

":1‘Be1 DCT und DMAIT konzentrleren s1ch dle Entw1cklungskoefflzlen—-’

; ten lckll mit wachsender Blocklange auf der Hauptdlagonalen. Das
¢BLDS wird also-asymptotisch. in 51ch selbst abgebildet; d. h die
::Varlanzen C ndhern sich dem Sample—LDS

- Bei DWT und DST dagegen ist zwar dle Hauptdlagonale auch ausgepragt

v'ijedoch konzentrleren sich die. Entw1cklungskoeff121enten auch auf

der Nebendlagonalen und Parallelen dazu Das LDS wird daher nicht
asymptotlsch in sich selbst abgeblldet, sondern ]eder Wert(52
1rd entsprechend der Grauwertvertellung der k-ten Zeile durch den

_LDS- Verlauf iber einen breiten Frequenzberelch festgelegt

'Glelchzeltlg wird dadurch noch,elnmalwdle Uberlegung zum Beweis in .

' Abschnitt 4.3.3 deutlich: Die'EhtWicklungskoeffizienten im Neben%

*“dlagonalberelch beelnflussen dle Varlanzen oi so, daB z.B. bei
einem monoton fallenden LDS im Berelch hoher Frequenzen (k-~N)
A

"zu groBe" Varlanzen,G' und im Berelch kleiner Frequenzen (k-+1)

k
'zu kleine" Varianzen Gk gegenuber den entsprechenden LDS-Werten
auftreten. Dadurch kénnen die- Extremwerte des LDS nicht erreicht

‘,werden.

= 3 5 Ein aus den Entw1cklungskoefflzlenten abgeleitetes Abstands—

man

In dlesem Abschnitt soll dle Brauchbarkelt eines von Pearl in /7/

;;und /22/ verwendeten AbstandsmaBes zw1schen zwel Transformatlonen

L und B diskutiert werden.- Pearl verwendet dort die Summe.. der Ent-

w1cklungskoeff121enten ckl (A nach B entw1ckelt)
5 A Z Z c4 ‘ .‘\“i } e (4.3, 15]
. kl R '
5 ‘) k=1 1=1 e &iﬂj}'_ o v o ’
.'die durch die Schranken e g
1= s=n | - (4.3.14)

'»eingéengt wird. Slnd A und B 1dentlsch so ist S=N; bei gréﬁtmbg—
jcher Unterschledllchkelt ZWlSChen A und B sind alle Entwicklungs-
koefflzlenten glelch groB und S nlmmt den Minimalwert 1 an. Der

_Wert S 1st daher ein Ma8 fur dle Ahnllchkelt zweier. Transformatlonen

"5A und B



Pearl glbt nun in /7/ elne notwendlge und eine hlnrelchende Bedln—
vxgung fur das Verhalten S(N) mlt wachsender Blocklange N an, dle

erfiillt seln mussen, damit dle Transformatlonen A und B asympto—

tisch. aqulvalent 81nd d h., daB jewells elne Transformation die

Matrlzen, dle durch die andere Transformatlon exakt dlagonallslert
‘werden, asymptotlsch dlagonali51eren kann. Wenn B z.B. die DFT 1st
" und A sel zu B asymptotisch aqulvalent so wiirde A~ zykllsche Matrizen,

aber auch /7/ Toeplitz-Matrizen asymptotlsch diagonalisieren. Ist

"_‘B die DFT; so kann man also. die Transformatlon ‘A auch filir die

Elgnung zur Verarbeitung von. Toeplltz Matrizen Uberpriifen.

{1Wendet man ‘nun.-das AbstandsmaB von Pearl auf die hier untersuch—n
 [ten Transformatlonen an, so zelgt 51ch daB die notwendlge Bedin-
gung flir asymptotische Aqulvalenz stets erfiillt 1st, die hlnre1~'
" chende Bedlngung aber praktlsch nle Wenn dle hinreichende Bedin-
:‘gung aber nicht erfullt lst, so ‘bedeutet es noch lange nlcht daB- 
”A nicht doch Toeplltz-Matrlzen (wobei B=DFT) asymptotlsch diago-
‘na1131eren kann. So erfullen_z.B. die Paare DWT-DFT und DMA1T- DFT‘H
’beide nicht die hinreichénde:Bedingung, obwohl im‘Gegensatz zur
DWT die DMA1T sehr wohl Toeplltz~Matrlzen asymptotlsch diagonali-.
sieren kann. ; . ’
Das MaB von Pearl ist also fﬁf die Untersuchung einer Transfor-
mation A zur Verarbeitung von~TQéplitz—Matrizen wenig brauchbar,
" ‘Die Ursacneidiéser'UnzuléngliChkéit'ist darin zu suchen, daB das
Mas S»nach gl. 4.3.13 nur dis Amplltudenvertellung der Werte Cr1
“berticksichtigt, nicht aber unterscheldet ob z.B. zwel von Null
‘vérschiedene Werte Cr1 und Crm. dlcht benachbart Slnd (l»«m) oder

welt auseinander llegen. So konnten z.B. die Summen S fur die

jv_Paare DWT—DFT und DMA1T-DFT etwa glelch seln, aber dle Lage der

”n.nPearl hat auBer diesem AbstandsmaB auch eine Reihe von Schranken

74xfTransformatlon r: eine Transformatlon B elngesetzt w1rd (z.B. Unter— 

‘'von Null verschledenen Werte ckl bestlmmt dann, ob das LDS asymp—
tOtlSCh in 51ch selbst abgeblldet w1rd oder nicht (vgl. Bild 4.9
”und Dlsku551on dazu) Im letzteren Falle (bei raumlich weit ge—
" fstreuten Cr1~ Werten) llegt dann tatsachllch keine asymptotlsche

:quulvalenz vor.

:fangegeben, die den Guteunterschled kennzelchnen, wenn. statt elnerﬂﬁ

'fjschled in, der Codlerverzerrung bel Blockquantlslerung) Dlese

“Schranken beruck51chtlgen dle Statlstlk des zu. verarbeltenden Pro—”




‘zesses entweder gar.nichtl/7;22/'oder nur in viei<zu grobem MaBe

: /18/;~Die‘Gﬁteunterschiede héngéhféber'sehr.wesentlich von der
ProzéBStatistik und auch von dér'verwendeten Blockldnge ab (vgl.
“dazu /11/, S.47 und auch'/23/)' Diese Schranken sind also fiir
praktische Fragen kaum braﬁchbar bzw. viel zu grob; es ist sinn-~
voller, sich typische Modellstatlstlken des zu verarbeltenden
Prozesses herauszugreifen und dafur die gewilinschten GiitemaBe exakt_

zu berechnen.

5. Eigenschaften der unterSdchtén-Transformationen am Beispielt

eines Modellprozesses

In dlesem Abschnltt sollen elnlge der angegebenen Eigenschaften,
orthogonaler Transformatlonen an einem Beispiel verdeutlicht wer-
den. Wir betrachten einen ProzeB mlt Toeplitz-Kovarianzmatrix;
bfelnen autoregre551ven ProzeB 10. Ordnung, der dem Langzeit-LDS

von Sprache angepaBt ist. Fir dlesen ProzeB wurden eine Reihe
A‘Von theoretischen GrdBen berechnet d1e Ergebnisse sind im folgen-
den dargestellt. '

5.1 Varianzverteilung im-BildbereiCh-als Funktion der Blocklidnge

" Die GroBen bzw. die Vertellung der VarlanzenC' im Bildbereich'
" bestimmen maBgebend die Gute elnes Transformatlonssystems (vgl.

“Abschnitt 2.4). Die Glite des Systems stelgt um so mehr, je groBer

-vdie Varlanzunterschlede der. verschledenen Spektralkoefflzlenten

ﬁ51nd Als MaB fiir die Starke der Varlanzunterschlede wird dle GroBe
o H1 | N v 1/N o . -‘ ,v‘

G =ﬁ¢i§ | ] [ ( ] » . {85711
eingefﬁhrt Ihr Mlnlmalwert G—1 w1rd nur errelcht,'wenh alle Varian-
’1zen Gk gleich groB sind; sobald unterschledllch groBe Varianzen
auftreten gilt G > 1. '

]iDle GroBe’ G 1st glelchzeltlg der Gew1nn bei Blockquantisierung;

-d.h. G glbt die Verzerrungsverrlngerung an, die erzielt wird, wenn
,:f;die Slgnalcodlerung nicht mlt PCM, sondern mit Blockquantlslerunq
"Vdurchgefuhrt wird /11/. ’ ;
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1

‘ Blld 5.1 zeigt elnlge Ergebnlsse 1n Abhanglgkelt von der Block4
oy lange N. F

? 10

b dB
:,.-10_lg G

-

1 SR SRR INE R 32 64 128
‘ ‘ g S R s

~ Bild:5.1 : VarianzverteilungsmaB G (Gewinn bei Blockquantisierung)
' als Funktionlde;JBlocklénge N fiir verschiedene Trans-
formationen. ’

Prozef: AR-10 ProzeB dem Sprach Langzeit- LDS nachge—
blldet. '

: Beivdér Biocklénge N=128 érreiCht die LKT nahezu den Maximalwert
- von G, der sich erst bei uneﬁdlich§groﬁer Blocklénge einstellt.

Von den suboptimalen Transfdrmationén arbeitet die DCT am besten,
‘da sie ja (vgl. Abschnitt 3.3) an. Prozesse mit hoher positiver
°'Korrelatlon (ein solcher llegt hler in etwa vor) angepaBt ist.
‘nEntsprechend arbeitet dann dle DSINT sehr unglinstig, da diese Trans-
 fformat1on bezdgllch der vorllegenden ProzeBstatistik extrem fehl-
 fangepaBt ist. Auffalllg 1st aber, daB samtllche Transformatlonen,\
“die auf Slnus—Funktlonen beruhen, mit wachsender Blockldnge sich

'11]dem:G-Wert der LKT nahern-;Dies»;st apch zu erwarten, Qenn diese

* Transformationen sind asymptotisch optimal.
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55 Dle belden ubrlgen Transformatlonen, dle DWT und DST (Dlskrete'v
Slant- Transformatlon) errelchen berelts bel der Blocklange N= 16
‘nahezu ihren Sattlgungswert fur G Elne Erhohung der Blocklange
kann G! nlcht nennenswert vergroBern, da diese belden Transforma-  1~
tlonen zu der Klasse der nicht asymptotlsch optimalen Transfor-
matlonen gehdren. '

5.2 Varianzverteilung im Bildbereich fir nicht asymptotisch opti-
male Transformationen ‘ ' | o

. Wir wissen, daB bei allen astptotisch optimalen Tfansformationen'
die Varianzen Fﬁ (k= 1,...,N) SlCh dem Sample LDS des Prozesses ‘
: nahern. Dabei sind die beiden Mengen [G ,Vk ] und das Sample -LDS .
;nlcht nur asymptotisch glelchvertellt, sondern die Folge {C |
: k=1,...,N}'geht mit wachsender-Blockldnge direkt in das Sample-
~LDS iber, wenn die Basisvektofén“gg'nach steigender‘Frequenz sor-
tiert.sind. , ,‘ o ’ . |
Bei den nicht asymptotlsch optlmalen Transformationen kann man die
Basisvektoren ganz entsprechend nach ihrer. Sequenz /15/ (Zahl der‘
Vorzeichenwechsel im Ba51svektor) sortleren Die Folge /
ﬁsz ; k= 1,...,N} wird sich dann nicht dem Sample-LDS n&hern, aber

. in irgendeiner Form dem Sample LDS ahnllch sein. Ein Beispiel filir .
den AR-10-ProzeB zeigt Blld 5.2 : o

l 10 :
! d8 N | 5 ; }
lO l II & \\ ¢ ,.; - s, 4

= P 2 \ﬁﬁ)%; - 23 1l 1: Sample-LDS

§\ 7}4f39. ;/”Q - 2: Varianzen bei DST

-10 - , e
‘ 3: Varianzen bei DWT

. =204

~30

=40 B PR :
1 32 orBAS 8B 128
o Bild“5.2 : Varianzen,(52~ k=1}£§f)N”ffﬁr‘DST und DWT und Vergleich
' | mit dem Sample-LDS s, o ‘ e
ProzeB AR-10- ProzeB dem Sprach Langzeit- LDS nachge-

bildet. b Blocklange N= 128




Die Varianzen<5§ wurden dabeiiagffih;en_Mittelwert
62 v "% Gﬁ ' I‘LE;QU .}]“ 7 o e (5.2.1)’
: k=1 P g | :

normiert. o
Es ist ersichtlich, daB das aufrdér-DWT-oder DST beruhende "Spek-
trum" {GQ}gk;i,;..,N}'zumindeétubéi tiefen Frequenzen (d.h. bei
kleinen Werten von k) das LDS féCht,guﬁ approximieren kann.

Bei hdheren Frequenzen nehmen*diezsﬁ zu hohe Wertg\an; dies kanﬁ

sofort durch die GroBe der Entwicklungskoeffizienten g der Basis-

_\vektoren gg erkldrt werden (vgl.,Bild 4.9): £
Die Entwicklungskoeffizienten'der Bésisvektéren QE mit k-~N weisen
auch bei tiefen Frequenzen nobh’déutlich von Null verschiedene
Betrdge auf. Bei dlesen Frequenzen hat das LDS recht hohe Werte,
_‘die die Varianz 6 - als‘gew1chtetes Mittel des LDS (Gl.4.3.7)
fhochtrelben. ; N ¢ | ’ ‘ .

Im Bereich k—+N sind auBerdem die Varlanzen G bei Verwendung der
DST erheblich kleiner als bel‘der DWT. Dies kann ebenfalls mit
Bild 4.9 sofort erkldrt werden: Der Vergleich der Darstellungen

. der Entwicklungskoeffizienten in Bild 4.9 fiir DWT und DST ergibt,

- daB im Gegensatz zur DWT béi?ﬁef DST die linke untere Ecke nicht

- ausgefiillt ist, d.h: die energiéStarkén niedrigen Fréquenzen des

LDS beeinflussen die Varlanzen 6 fur k—+N bei der DST in erheb-

llCh gerlngerem Umfange.

Aus Bild 5. 2 1st ferner er51chtllch daB das "Spektrum"

‘ 052, k= 1,...,N.}nlcht notwendlg stetlg sein muB- es kann durch-
‘aus Spriinge aufweisen (s.. DST fur k=96) .

Generell 14Bt sich also sagen, -daB die Varlanzen{Gk, k= 1,...,N}
1 bei nicht asymptotlsch optlmalen Transformationen n;cht gegen .
| das Sample-LDS konvergierén;féondern‘gegen einen davon abwei-

chenden nicht notwendig stetigen Verlauf, der von Transforma-

tion zu Transformation sehr_vérsohieden sein kann.

VV-AbschlleBend sei noch eine Bemerkung gemacht.

'~ 'Da das 'z.B. auf der DWT beruhende»"Spektrum"{G'r k—1""'N} eine
'v”'geW1sse Ahnllchkelt zum LDS' zelgt, kann man statt des LDS bzw. des

 m1tte1s DFT geschatzten LDS! auch d1e mit der DWT gewonnene Folge

'5{62 }zur Charakter151erung des Prozesses verwenden. Gegenuber elmer

o
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spektraleh Schitzung mittels‘DFTri$£'béi der DWT ein ‘erheblich
verringerter Rechenaufwand gegeben. Ein Anwendungsgebiet ist die

Parameterextraktion bei der Mustererkennung, wenn ein datenreiches

Ereignis zwecks Klassifizierﬁng_mit;géringdimensiohélem Merkmals-
vektor z.B. durch wenige StﬁtzWéfté‘séines Spektrums beschrieben
wird. L _
Die DWT wurde auf diese Weise statt einer spektralen Schatzung
‘mittels DFT in der Sprechererkennung eingesetzt /24/. Erwartungs-
gemdf war;die Erkennungslelstung gerlnger als bei Verwendung der
DFT, da dle eine Erelgnlsklasse charakter1s1erenden Varianzunter-
schiede 1m Spektrum auf der Ba51s der DWT gerlnger sind als bei
Verwendung der DFT bzw. im LDS selbst. Je nach Anwendungsfall kann
'aber auch diese verringerte Erkennungslelstung ausreichend sein
bzw. in Verblndung mit anderen zur Kla551flzlerung eingesetzten
‘Merkmalen noch erhdht werden,aso'daﬁuggf. der gesamte Rechenauf-

wand immer noch geringer istfalsAbei Vérwendung der DFT allein.

6. Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse

In dieser Arbeit wurden eihe,Reihehvon orthogonalen Transforma-
‘tionén hinsichtlich ihrer EigﬁUhévzur Verarbeitung bestimmter
‘ProzeBklassen untersucht. Dle wlchtlgsten Ergebnlsse sind im fol-

genden zusammengestellt
Prozesse:

% Nicht nur die Eigenvektbren éinés MA-1-Prozesses, sondérn auch

| die eines AR-1-Prozesses sind Abtastwerte von Slnus—Funktlonen.

Fir dle Elgenvektoren des AR—1—Prozesses wurden die Phasenlagen
und engere Schranken fir dle Lage der Eigenfrequenzen bzw.,

“vElgenwerte angegeben.

*—Dle Kovarianz-Matrizen, dle durch dle DCT, DSINT und DMA1T dia-
"gonallslert werden, 51nd weder Toeplltz—Matrlzen noch zykllsche
‘Matrlzen (bis auf eine Ausnahme bel der DMAIT) . Ihre Strukturen
wurden ,angegeben; dlese Strukturen sind fir .einige Bewelse von

:'Interesse und auBerdem fur den nachfolgend aufgefuhrten Punkt.

*-Es istinicht nur w1chtlg,,fdr einen ProzeB die optimale Trans-

formatlon zZu suchen, sondern ggf vortellhafter, die ProzeB-



Kovarianzmatrix so zu modlflzleren (z.B. durch Vertauschung
-der Komponenten im Datenvektor), daB sie durch eine gegebene
Transformatlon zumlndest naherungswelse dlagonallslert wird.
Voraussetzung dazu 1st die Kenntnis der im vorangegangenen

Punkt erwahnten Matrlxstrukturen.

¥ Es 1st;gezelgt-worden, wie zu einer Toeblitz—Matrizénfolge
asymptotisch dquivalente Matrizenfolgen konstruiert werden
konnen, die durch die DCT;~DSINT bzw. DMA1T exakt diagonali-
. siert werden.

¥ Werden zwel asymptotlsch aqulvalente Matrlzenfolgen mit dersel-
ben Transformatlon verarbeltet, so sind ihre Kovarianz-Matrizen—
folgen 1m Bildbereich asymptotlsch identisch, 4. h. sie stimmen

“asymptotisch fiir Jedes Matrlxelement iberein.

_Transformationen:

¥ Alle Transformatioﬂen, derenhBasisvektoren aus Abtastwerten von
Slnus—Funktlonen belleblger Phasenlage bestehen, sind asympto-

, tisch optlmal zur Verarbeltung von Toeplitz- Matrlzen, wenn die
Elgenfrequenzen der Ba51svektoren gleichmédBig liber das Intervall
(0,) verteilt sind. -

Beispiele: DFT, DCT, DSINT, DMA‘IT -DWPT.

*-Alle Transformationen, deren Ba31svektoren nicht auf Abtastwerte

‘ von Sinus-Funktionen bzw. asymptotlsch sinusfdrmig verlaufenden

Funktlonen zuriickgefihrt- werden konnen, sind nicht asymptotisch
optimal  zur Verarbeituhg-V6n'Toeplitz—Matrizen.

Beispiéle: DWT, Diskrete Slanthransf., Haar-Transf . .

¥ Es liege ein ProzeB mit Tdeplitz-Kovarianzmatrix vor; die Basis-
“Vektbren‘der einzusetzendethransformatioh seien frequenz-bzw.
‘_.sequenisortiert Dann gehf'die Folge der Varianzen der Spektral-
koeffizienten fiir jede asymptotlsch optimale Transformation in
das Sample-LDS iber und fir jede nicht asymptotisch optimale
Transformation in einen Verlauﬁ;,der‘mehr Qder weniger stark

von dem Sample-LDS abweicht.

R R Fﬁk die DCT und DSINT kann auch analytisch gezeigt werden, daB

diese Transformationen jeden AR¥1—ProzeB mit dem Korrelations-
koeffizienten r—++1 bzw. rf??41 nahezu so gut wie eine LKT .

verarbeiten.
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Folgerungén,fﬁr die AuSwahl*éiner’Transformatioh:

Der zu verarbeltende ProzeB be51tze eine Toeplltz—Matrlx Die Giite
ceines Transformationssystems hangt dann nicht nur von der Trans-
'_formatlon, sondern auch in starkem MaBe von der ProzeBstatistik
und der Blocklénge ab. Gegebenénfalls kann eine nicht ésymptotisch
optimale Transformatlon eine asymptotlsch optlmale Transformation
bei klelneren Blockldngen welt ubertreffen (vgl. /11/,S8.47), aber -
genauso gut auch erheblich schlechter arbeiten. ’
- Bei sehr groBen Blocklangen arbeltet jede asymptotisch optlmale
Transformation fast so gut wie die LKT. Bei kleineren Blockl&n-
gen; die aus Aufwandsgrﬁnden'f'oder:Weil das Signal sonst nicht
mehr quasistationdr ist -”einéesetzt.werden, gelten folgende‘Richt—

linien bei Verwendung asyhptdtiéch optimaler Transformationen:

¥ Beil stark pOSlth korrellerten Prozessen sollte dle DCT einge-

setzt werden.

*-Bei stark negativ korrelierten'Prozessen sollte die DSINT ein-

gesetzt werden.

¥ Ist der ProzeB instationir mit stark wechselnden Korrelationen,
dann sollte die TransfdrmatiOn'umschaltbar gemacht werden oder
aber elne "neutrale". Transformatlon wie dle DFT eingesetzt wer-

den, dle nicht spe21ell 51gnalangepaBt ist.

¥ Wenn der ProzeB naherungswelse durch einen MA-1-ProzefB beschrie-
ben werden kann, so ist der. Einsatz der DMA1T 51nnvoll Diese
Transformation kann jede‘vaarianzmatrlx eines MA-1-Prozesses

mit beliebiger Korrelatioh_éXéktfdiagonalisieren.




- Anhang

1.A Durchfiihrung der DMAIT mittels der DFT
Aus dem zu transformierenden Datenvektor
% = (x,,. X -)T‘ - (1'Av1)
el 1' 2l "'I)(N . v » »
wird durch Ergénzen mit Nullen ein Vektor v mit 2N+2 Komponenten

gebildet:

X

! = (OI X,], O,‘ o .® o g O)T . . g (1-Ao2)

2' * e o g XN,

- Der Vektor v wird mittels einer DFT der Blocklange N*= 2N+2 in den

Vektor w mit den Komponenten wk uberfuhrt
N a1y
o 3 -3 N,n ‘K- _
Wy = VEIT e X s k=0, .., 2N+ « [1.8:3)
n=1 '

Der gesuchte - durch die DMA1Tftransformierte - Vektor y ,

T

Y= ¥qr Yor e ¥yy)™ 0y (1.A.4)
ist dann einfach h e o .
Y, = - Im{w,} Pok=liconN (1.A.5)

Die Riicktransformation ist lei¢ht12u finden, da fiir die DMAIT gilt

AL = A

SDMA1T T ZDMAIT  ° (1.A.6)

Der Vektor y wird daher in der glelchen Weise rucktransformlert

wie die Hlntransformatlon fiir x ausgefuhrt wurde.

. 2.A Durchfiihrung der DSINT“mittéis“der DFT

_Aus dem zu transformlerenden Datenvektor x (s. Gl. 1.A.1) wird

durch Ergdnzen mit Nullen eln Vektor v mit 2N Komponenten gebildet:

_Y_“= (Or X1 ’ le .,,“,"‘X l‘or"--‘-l‘o)T . (2.A.1)

Der Vektor v wird mittels elner DFT der Blockléange N*= 2N in den

Vektor w mit den Komponenten.w uberfdhrt-

i B
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N JER 2

: 3 ‘—J ank T .

Ve T }E: = X, i k=0,1,...,2N-1 | (2.7.2)
n=1 ‘ :

Der gesuchte - durch die DSINT trénsformierte - Vektor y nach
Gl. 1.A.4 ist dann i
k T

' 2 J N* } ! ? . | '
Yy = —V%j Im{é w ;: k=1,...,N . (2.A.3)

k

Die Riicktransformation von y nach x erhilt man leicht mittels der
Uberlegung, daB ja §_1 = éT', also x = AT y . Mit Gl. 3.4.1 fir
die Basisvektoren von A ergibt sich dann
N ey
”,Lg' E . (2n=1)kIU | _ :
xn =\VR ¥ 51n—-——§ﬁf——— : n=1,...,N " | (2.A.4)
= ML st : :
Gl. 2.A.4 kann entsprechend {iber die DFT ausgefiihrt werden. Dazu
wird aus y ein Vektor w mit N*= 2N Komponenten gebildet:
" | L. XN
B L T T

‘w = (0, y, e poeeer Yy © 2 Oy wrmy O

(2.A.5)

Der Vektor w wird mittels,der;inverSen DFT in den Vektor v iiber-

fihrt: ; ; ™
: N .Wk__.Zkav

—JITN J = o e
_ E N JoAEkn. i
Vn T [Yk - . ¢ R0, 1,...,2N=1 (2.A.6)

k=1 =wk

-Der gesuchte Vektor x ist dann‘gegeben‘durch

Xn '—' lN Im {Vn} ’ " n—"l'oo"N - ) (2-A.7)

'f3.A Formeln zum Beweis desfSatzésaih‘Abschnitt 4.2

‘Im Abschnitt 4.2 werden in Gl;ﬁ4.2114‘einige Formeln fir Summen
von COsinus-Termen benétigt,'dié-hier zusammengestellt sind.

' Wichtige Voraussetzung ist die Gleichung

i

0, é-EﬁETT , wobei p-r natiirliche Zzahil , (4.2.1)

um Periodizitdten beziliglich N,aﬁsqhtzen'zu konnen. Wir bendtigen

fauBerdem einige Formeln,_dieﬂiﬁv/207'angegeben sind:



[

N - N
_ cos(n-v+B) = cos B ) " cos n.v - Sin B ;{: sin n.v , 1
' j n=1 , el b ' - n=1 (3R.1)
o Tga . = 1 g 3
wobei 0 e
ZN 1 sinfN+dyv] o
COsS n-v = -5 + : —7 —. (3.A.2)
A=1 251n-§>
und : e
N sin[f2] y]sin[S v] o
§~sin n-v = 'v- — . (3.A.3)
n=1 Sk e ok
I) Es interessiert die Summe
_ . | -
So = . cosU)k(2qf2)f2¢J_ ;‘ | R (3.A.4)
q:'], ’ . g
"oMmit Bl. 4.2.1 gilt auch
So = zz:'cos[zﬂk-q +’iiJ,  g - ‘ (3.A.5)
=1 -~ e n, ‘
! o 2N s R A
Mit Gl. 4.2.1 und Gl.3.A.1 bis 3.A.3 wird
sin(2NQ_ +Q. )
S, = cos 24[——-+ s ]
o 2 . )
2v51n11k‘ -0
T : el W ) P = R,
i DA sin[(N+1)Qk] sin(NQY )
2 -sin2d '
’ sinﬂk
so daB schlieBlich
Sg = O ; : i‘_' y , : | (3.A.6)
II) Es interessiert die Summe
N-1 :
s, = ) . cosla (2g-1) + 24 ] . (3.7A.7)
o= T : :
Es ist N-1 ,

]

cos [ZQk'q,f-ZdA—QJ<] ,

Q
i

4]
-

]
[~

cos[zﬂk-q %Zdtfﬂk]4 cos[ZNflk +20 -0 ] . (3.A.8)
=7 < g

Q
M
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Entsprechend Gl. 3.A.5 folgt'sofért, daB die erste Summe in Gl. 3.A.8
Null ist; daher wird S1 mit Gl. 4.2.1

S, = - cos|z« —Qk] A (3.A.9)

III) Es interessieren die weiteren Summen
' N-m '
s = Z cosmk(mzq—z) +2 ] fiir m=2,3,4,.... . (3.A.10)
= ) ’
Wir brauchen nun kaum noch zu feChnén, denn die Summe in Gl. 3.A.10
kann stets so ergdnzt werden, dé$ §éréde die Summe SO bzw. S1 ent-

steht. Durch die hinzugefﬁgten‘Terme ist der Wert Sm dann festge-

legt: -

]

S = - cos[(2N-2-—m+2q).().k +24 ] ; m=2,3,... . (3.A.11)

Q
]
—
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