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Ein allgetneiner Satz über den Z usa1n1ne11.hang 
zwischen Eigenfrequenzen und Gruppenlaufzeit 

1n linearen verlustfreien Dispersionssystetnen. 
(Mitteilung aus dem Heinrich-Hertz-Institut für Schwingungsforschun g in Berlin.) 

Von H. G. Baerwald; Berlin. 

Bekanntlich sind die Eigenfrequenzen einer 
idealen verlustfreien Telegraphenleitung der 

Länge L, die am Ende offen (bzw. kurzgeschlossen) 
ist, die ungeraden (bzw. ganzen) Vielfachen der 
Grundfrequenz: 

w0 = ;~ (bzw. w0 = "L"), (1) 

wenn c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit (Licht-
geschwindigkeit) bedeutet; das Entsprechende 
gilt für eine offene (bzw. gedeckte) Pfeife, für 
eine schwingende Saite usw. Läßt man die 
Länge L unbegrenzt wachsen, so liegen also die 
Eigenfrequenzen auf der reellen Achse der kom-
plexen w-Ebene dicht wie die rationalen Zahlen. 
Man kann dann in asymptotischem Sinne von 
einer relativen „Dichte'' der Eigenfrequenzen: 

n 
~ = - lim_ {_L_· _Ll _w_( w- ; L)} (2) 

L~co 

sprechen; hierin bedeutet L1 w (w; L) den von L 
sowie im allgemeinen auch von der betrachteten 
Stelle w der reellen Frequenzachse abhängigen 
Abstand zweier aufeinanderfolgender Eigenfre-
quenzen. Man erkennt leicht, daß der Grenzwert 
in (2) im allgemeinen wirklich ex istiert; Cl) hat 
die Dimension einer reziproken Geschwindigkeit 
und physikalisch insofern die Bedeutung einer 
,,Dichte", als es den - n-fachen - Beitrag an 
Eigenfrequenzen darstellt, den die Längeneinheit 
des Systems je Einheit der Frequenzachse liefert. 
In dem oben betrachteten Fall der idealen Leitung 
wird einfach 

I 
~ = const = - • 

C 
(3) 

Dieser Begriff der asymptotischen Dichte der 
E igenfrequenzen besitzt nun aber einen viel 
h öheren Grad von Allgemeinheit, als dem letzt-
genannten tri vialen Fall entspricht, und es ent-• 
steht die Frage nach seiner physikalischen Be-

deutung in beliebigen linearen Systemen. Unter 
einem linearen System ist allgemein eine kon-
tinuierliche oder diskontinuierliche Aufeinander-
folge von gleichen Elementgebilden zu verstehen, 
in denen Vorgänge stattfinden kön nen , welche 
linearen Differentialgleichungen gehorchen , für 
die also das Superpositi onspri nzip gilt. Beispiele 
für kontinuierliche Systeme sind: elektrische und 
akustische Leitung, Krarupkabel, Zyiin~erspule 
mitvVindungskapazität, optische Medien, Heaviside-
schicht; für di skontinuierliche: Siebketten, Kreuz-
gliedkettenleiter; für gemischte Systeme: Pupin-
leitung, Seil mit Knoten, Tonfilter, Kristallgitter. 
An anderer Stelle 1 ) ist nun gezeigt worden, daß 
den linearen Systemen gewisse Grundeige nschaften 
gerheinsam sind: Wegen der A nwendbarkeit des 
Superpositionsprinzips lassen sich die Vorgänge 
in ihnen aus harmonischen Wellen zusammen-
setzen, also, wie es von der all gemeinen Vierpol-
theorie her bekan nt ist, mittels zweier charakteri-
stischer Größen: Fortpflanzungsmaß k ( c,J) und 
Wellenwiderstand ,8 (c»), erschöpfend beschreiben. 
7c (w) und ,8 (w) haben ferner, als analytische 
Funktionen der komplexe n Frequenzvariablen w 
betrachtet, die g rundlegende Eigenschaft, nur 
gemeinsame Verzweigungspunkte zweiter Ordnung 
zu besitzen, die in dem im folgenden betrach-
teten Fall, daß keine Dämpfungsverluste vo r-
handen sind, sämtlich auf der reellen Achse sy m-
metrisch zu w = o liegen. Sie werden allgemein 
als „Grenzfrequenzen" bezeichnet, da sie gewisse 
Intervalle der reellen Achse vonei~ander trennen, 
die man „Durchlässigkeits-" und ,,Sperrgebiete" 
(kurz: D- und S-Gebiete) zu nennen pflegt: in 
jenen sind 7c und ,8 reeU, harmonische Wellen 
von in D-Gebieten liegenden Frequenzen pflanzen 

1) H. G. Baerwald, Über die Fortpflanzung von Signalen 
in disperg ierenden Systemen. Ann. d. Phys. [5] ; I. Teil: 
6, S. 295, 1930; II. T ei l: 7, S. 731, 1930; III. Teil : 8, 
S. 565, r 93r . 
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sich ungedämpft fort, in diesen sind lc und ,8 
imaginär, es findet Energiereflexion statt. In den 
oben genannten Arbeiten wurde gezeigt, daß sich 
ein Signal, welches aus dem plötzlichen Ein-
schalten einer sinusförmigen Erregung der in 
einem D-Gebiet gelegenen Frequenz et besteht, 
in einem solchen Syste m auf g roße Entfernungen 
mit der Gruppengeschwindigke it 

(4) Vq(a) = (~ ) 
d w UJ=a 

ausbreitet 2), also eine „Laufzeit " von etwa 
ta =X· k' (a) (S) 

hat, wenn x die in dem System 
Strecke - bei diskontinuierlichen 
passierte Gliederzahl - bedeutet. 
sich die steile Front des Signals ab: 
findet ein „Aufschaukelprozeß" statt 
liehen Ausdehnung 

zurückgelegte 
Systemen die 

Dabei flacht 
um ta herum 
mit der zeit-

{}(a)=c 1 k" ( a) 1 . 

1 X' c;:::::::; 5 2. 
(6a) 

oder, wenn k" (w) in der Nähe 
Nullstelle hat, von 

-3· (a) = c l a/1 k"' (a) 1 x. 
1 1 V 3 ! , 

von w = a eine 

bzw. allgemein, wenn dort k" eine Nullstelle pter 
Ordnung hat: 

1 

- [I k Cv + 2) (a) 1 ]P +2. 
{} p (Cl) - Cp (p + z) ! X , Cp - ~ Jl. ( 6 C) 

d k 
Die Frequenzabhängigkeit der Grupp enlaufzeit d w 

eines linearen Systems involviert dessen „Di-
spers ion "; das den!< bar einfachste System, das der 
ideale n Leitung, ist di spersionsfrei: in ihm haben 
alle Frequenzen die g leiche Gruppengeschwindig-
ke it 

I n =C. 
dw 

\Vir zeigen nun, daß zwischen dem oben ein-
geführten Begriff der Dichte der Eigenfrequenzeh 
und den für die Sig n alausbreitung charakteristi-
schen Größen : Gruppenlaufzeit und Aufschaukel-
zeit ein enger Zusammenhang besteht, aus dem 
heraus die Dispersionsverzerrun gen , die bei der 

2) Vgl. au ch Küpfmüller, Wiss. Veröff. a. d. Siemens-
Konzern 5, S. sr, 1926. 

Fortpflanzung bei Signalen in linearen Systemen 
auftreten, unmittelbare Anschaulichkeit gewinnen. 
Hierzu bilden wir nach (2) die Größe CI) allgemein. 
vVir gehen von einem harmonischen Schwingungs-
zustand der Frequenz w in einem System aus. 
Bezeichnen U und I die beiden in einem solchen 
stets auftretenden allgemeinen · Variable n, z. B. 
Strom und Spannung, elektrischer und magne-
tischer Vektor, Druck und Mediumstrom usw., 
sowie x die Ortskoordinate bzw. die Gliednummer 
im System, so setzt sich dieser Schwingungszustand 
bekanntlich aus einer fort- und rückschreitenden 
Welle zusammen: 

. u = {U\UJ) e - ik (UJ)X + us[IJ) e + ik (w)x} ei wt,} 
2 (w). J = {U\w) e-i k(w)x - u~uJ) e +i k(UJ)X} e iUJt , (7) 

worin k (w) und ,8 (w) Fortpflanzungsmaß und 
\ i\T ellenwiderstand sind. Am Ende des Systems 
(Länge L) besteht als Randbedingung zwischen 
den Größen U und I sowie deren zeitlichen Ab-
leitungen irgendeine lineare homogene Beziehung, 
die sich symbolisch als lineare Abschlußimpedanz 
i ,Ba (w) dokumentiert; dann liegt am Anfang des 

Systems (x = o) das Verhältnis ~ i~i, sein kom-

plexer Eingangswiderstand i ,8e fest, und zwar 
folgt für diesen aus (7) ·in elementarer Rechnun g : 

,Be ,8 sink L + Bu cos k L 
ß- ,8 cos kL- ,Basin kL (8) 

Die Eigenfrequenzen des Systems sind nun defi-
niert a ls Null- oder Unendlichkeitsstellen des 
offenen (,Sa = oo) bzw. kurgeschlossenen (3ci = o) 
Systems. Man erhält also, gleicbgülbg, welche 
spezielle Definition man wählt, als Eigenfrequenzen: 
I. die Stellen: 

2 = 0, ,8= 00, (9) 
das sind (vgl. B a erwald 1. c.) die Verzweigungs-
stellen von ,8, d. h. die Grenzfrequenzen des 
Systems (im Gre nzfall au ch Doppelwurzeln und 
-p o le von 2); 
2. die Stellen: 

n kL=+ - , 
- 2 

oder: 

+ 3n, 
- 2 

Sn +- .... 
- 2 

kL=O, --t-n, +zn .... (ro) 

W ährend die Stellen (9) eine vo n L unabhängige 
endliche Anzahl diskreter Frequenzen d arstelle n, 
wächst die Zahl der Stelle n ( ro) mit L an; ·diese 
letzteren sind also diejenigen , welch e die Dichte SD 
definieren. E s gilt nämlich für großes L: 
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LI w - :,. (~ ~r 1· LI k; LI k = ~ [nach ( ro)], 

also nach (2): 
d 7c 1)=- : dw ( l l) 

Die asymptotische Dichte der Eigen-
frequenzen eines linearen Systems i s t 
gleich seiner Gruppenlaufzeit je Längen-
einheit bzw. je Glied. 

Aus diesem bemerkenswerten Ergebnis folgt 
zunächst, daß die Ei g enfrequenzen sämtlich in 
den D-Gebieten liegen, da nur dort 7c reell, also 
( 1 o) erfüllt ist, eine seit langem bekannte Tat-
sache 3). Die Eigenfrequenzen werden also, anders 
als bei einem System, das wie die ideale Leitung 
oder die widerstandsreziproken Kreuzgliedketten-
leiter keine S-Gebiete hat, wo also die Eigen-
frequenzen über die ganze reelle Achse hin ver-
teilt sind, g leichsam a us den S-Gebiete n in die 
D-Gebiete „hinübergepreßt"; das legt die Ver-
mutung nahe, daß sie sich an den Grenzfrequenzen, 
die nach (9) selbst dazu gehören, stauen, d. h. 
Häufungsstellen haben werden. Nach ( r 1) müßten 
also die Grenzfrequenzen unendlich große Gruppen-
laufzeit h aben, was in der Tat der Fall ist (siehe 
Baerwald 1. c.). 

. Die anschauliche Bedeutung von ( I 1) ist aber 
weiterreichend: Wir denken uns eine größere 
Anzahl miteinander g ekoppelter Schwingungs-
kre ise und dieses Gebilde durch einen ange-
schalteten Ge nerator mit innerem Widerstand 
plötzlich sinusförmig erregt. Dann ·wird sich ein 
stationä rer Schwingungszustand um so später ein-
stellen, je größer die Anzahl der Kreise ist, deren 
Eigenfrequenze n in der Nähe der Generatorfrequenz 
liegen. Diese Überlegung übertragen wir auf ein 
lineares System. Legen wir plötzlich an seinen 
Anfang die Frequenz a, so wird sich dieses Signal 
um so lan gsamer ausbreiten müssen, j e dichter 
die Eigenfrequenzen in der Nähe von w = a 
liegen, da gleichsam dann mehr energiespeichernde 
Resonatoren auf Amplituden zu bringen sind, 
aber die Energie hierzu immer durch die davor-
liegenden Elemente des Systems transportiert 
werde n muß; die Gl. ( r I ), die diesen Zusammen-
hang bestätigt, ist also eine physikalisch sehr 
anschauliche Erklärun g des Begriffs der Laufzeit. 

3) Vgl. z.B. K. W. Wagn e r, Wiss. Veröff. a . d. Siemens-
Konzern 2, S. 189, 19 22 . 

Nun enthält aber ein plötzlich einse tzendes Sinus-
signal, das ja bekanntlich durch ein „Haken" 
integral" _,_ J~ d w = { o_; t < 0 l ( 1 2) 

2 n i w - a eia t; t > o J 
---.__,-

-eo + eo 

dargestellt wird, alle Frequenzen von - oo bis 
+ oo, davon in erheblichem Maße nur die um 
w = a herum. Da nun die Dichte der Eigen-
schwingungen selbst von der Frequenz abhä ngt, 
werden die Frequenzen nahe oberhalb a und die 
nahe unterhalb a etwas verschiedene Laufzeiten 
haben; durch diese Aufspaltung des Sig nals in 
seinen Spektralkomponenten muß die ursprüng-
liche steile Front abgeflacht werden, und zwar 
um so stä rker, je größer diese Streuung bei a, also 

(d 1)) = lc" (a) 
d W w=a 

( I 3) 

ist. Aus Dimensio nsgründen kann diese ,,Auf-
schaukelzeit'' nur proportional 

(14) 

(x = zurückgelegte Strecke bzw. Gliederzahl) sein, 
womit wir auf (6a) zurückkommen. Wenn 1)' 
gerade in der Nähe von a verschwindet, so macht 
man sich leicht klar, daß dann für die Größe der 
Aufschaukelzeit in erster Linie 1)" (a) maßgeblich 
sein muß bzw. bei einer Nullstelle h öherer Ordnung 
die erste nicht verschwindende Ableitun g . Aus 
Dimensionsgründen wird man dann wieder auf 
(6 6), (6c) geführt. 

Auch dafür, daß den Begriffen der Lauf- und 
Aufschaukelzeit nur eine asymptotische Bedeutung 
zukommt (vgl. Baerwald 1. c.), gibt der Begriff 
der Eig enschwingungsdichte eine anschauliche Er-
klä run g : Ist das System zu kurz, so liegen nach 
( IO) seine Eigenschwingung en so weit voneinander 
entfernt, daß ihre „Dichte" zu grob definiert wäre , 
als daß man aus ihr genauere Aussagen herleite n 
dürfte. Bei Unte rsuchung der Einschwingvorgänge 
in kurzen Systemen muß man also die Eigen-
frequenzen diskret betrachten, wo mit man zur 
Heavisideschen Einschwingformel (,,expansion-
theorem '' 4)) geführt wird. Die „makroskopischen" 
Begriffe der Lauf- und Aufschaukelzeit werden 
dann aus analogen Gründen unzureichend, wie 

4 ) Vgl. z.B . J. R. Car s on, Elektrische Ausgleichsvorgänge 
und Operatorenrechnung. Ü bersetzt von Ollendorf und 
Pohlhausen. Berlin, J. Springer, 192 9. 
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der Energieverteilungssatz in der Quantentheo rie 
oder der Begriff der Entropie bei Systemen mit 
zu wenigen Elementen versagt. 

Zusammenfassung. 

Die Eigenfrequenzen eines linearen dämpfungs-
freien Systems wachsen mit seiner „Länge" L. 
F ür L - >- CX) liegen sie nicht mehr diskret, so ndern 
kontinuierlich · yerte ilt, und man kann dann eine 
„Dichte" derselben definieren. Mit Hilfe diese r 
Größe, die sich gleich der Gruppenlaufzeit je 

Längeneinheit bzw. je Glied des Systems erweist, 
kann man die charakteristischen Dispersions-
erscheinungen, die bei der Ausbreitung nicht-
stationärer Vorgänge in linearen Systemen auf-
treten, in zwanglos anschaulicher vVeise und ohne 
mathematische Rechnung voraussagen und deuten. 

Diese Arbeit \Vurde mir durch Gewährung eines 
Stipendiums von der Notgemeinschaft der Deut-
schen Wissenschaft ermöglicht, der ich an dieser 
Stelle meinen Dank aussprechen m öchte. 

(Eingegangen am 21. November 1930.) 




