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Seitenband- und Pendelzeigertheorie
der Frequenzmodulation
fiir Sinusz und Rechteckmodulation.

(Mitteilung aus dem Vierjahresplan-Institut fiir Schwingungsforschung.)

Von Q. Zinke, Berlin.

Ziel der folgenden Ausfilhrungen ist es, an Hand
von Abbildungen eine einfache Theorie der Frequenz-
modulation zu geben. Die Darstellung der frequenz-
modulierten Schwingung im Zeigerdiagramm (Pendel-
zeigertheorie) gestattet die Entwicklung des Fre-
quenzspektrums fiir kleinen und groBen Hub. Die
Darstellung beschrinkt sich nicht auf eine. sinus-
fésrmige Modulationskurve, sondern zeigt auch, daB
bei der fiir Telegraphie wichtigen Rechteckmodu-
lation sich besonders iibersichtliche Verhiltnisse er-
geben.

1. Beziehungen zwischen Frequenz und Phase.

Die frequenz- bzw. phasenmodulierte Schwingung
(Abb. 4, rechts) hat innerhalb der Zeitspanne T,
durch den Abstand der Nulldurchginge bestimmte
Einzelschwingungen mit sehr verschiedener Schwin-
gungsdauer, z. B. T oder Tp,x oder Tpin.
Als Zeitspanne T,, kann man sich die Dauer
einer Modulationsperiode vorstellen. Die
Schwingungsdauer schwankt innerhalb der
Grenzen Ty, und Ty, um einen Mittelwert
T,, der auch bei Abschalten der Modula-

Z=Asinfw, t)=Asing

DK 538.567.4

d. h. zwischen der jeweiligen Periodendauer T und der
Steigung der Phasenkurve besteht ein fester Zusam-
menhang, der nach der Definition
2r

T

auch fiir die momentane Frequenz Giiltigkeit hat.
Es ist de (2b)

w=2nf=

w=2nf=

: de
Die Frequenz entspricht der Geschwindigkeit der
Phaseninderungl). Die Beziehung (2b) fiihrt auch
dazu, daB die zeitliche Verinderung des frequenz-
modulierten Vorgangs 4 sing, die ja A4 cosg-de/dt
entspricht, genau wie im Fall der unmodulierten

Schwingung in der Form A4 - @ cos¢ erscheint.
Nach Gl (1) und (2b) ist

v 1 de,
©—wo=F baw. f—fo=5_"F ()
HE
¢ Zeift
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T

z=JJsm{%tf¢,,)=Asm¢

D—r
\

tionsspannung vorhanden ist. Der in Abb. 1, t p-copt-2agft - 254 5{_ Wik Pttty
rechts oben gezeichnete Verlauf wird durch § ° S,rj
das Gesetz A4 sing nur dann wiedergegeben, ~ i/ ~ 7
wenn ¢ aufler einem zeitlinearen Bestandteil T % WAL h’L;MX
wet moch einen periodisch wechselnden An- § — i 4 ' t—»
teil @, enthilt: &7¢£:7\.
Lt e o —

@ = wot + @,. (1) T £ Im
Dieser Ausdruck ist in Abb. 1, Mitte, zu dem S wp=2% _ 2 7
Zweck dargestellt, den allgemeinen Zusam- [ o

menhang zwischen Phase, Periodendauer und
Frequenz abzuleiten. Die Periodendauer T ist
allgemein der Zeitunterschied zwischen zwei
Punkten der Phasenkurve, fiir die ¢ um 2x
zunimmt. Also ist 2/ T mit dem Anstieg Ag/A¢
verkniipft : 28 A

T = (2)

Da die Periodendauver T im allgemeinen sehr kurz
bleibt im Vergleich zur Periodendauer T,,, stimmt
praktisch der Differenzenquotient 4 p/A¢ mit der Stei-
gung d ¢/df der Phasenkurve iiberein. Daher ist unter
dieser Voraussetzung (T < T,,)

27! dcp

=a: (22)

Abb. 1.

t—»

Beziechungen zwischen Frequenz und Phase: links unmodu-
lierte, rechts frequenzmodulierte Schwingung.

An der Stelle des steilsten Anstiegs von ¢, erreicht
die Frequenzabweichung ihr Maximum. Frequenz-
dnderung und Phasenschwankung ¢, sind ]edenfalls
nach Gl. (3) zwangsldufig verbunden,

1) Dieses Gesetz wurde als Definition schon 1856 von
Helmholtz eingefiihrt. Da aber auch in neuester Zeit
immer wieder Unsicherheiten iiber die Definition der
Frequenz zu beobachten sind [s. Metschl, Wesen der
Frequenz- und Amphtudenmodelung ETZ 60, 1357
bis 1395 (1939)], wurde zur Kliarung die einfache gra-
phische Darstellung der Abb. 1 herangezogen.
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II. Frequenzmodulation und Phasenmodulation.

Unter Frequenzmodulation im technischen Sinne
versteht man nun den Vorgang, daB die niederfre-
quente Modulationsspannung #,, die Frequenz der-
art beeinflult, daB die Frequenzinderung { — f,
cin getreues Bild der Modulationsspannung darstellt:

f_f0~um'

Die auftretende Phasenschwankung ¢, ist nach
Gl. (3) proportional

f(]‘ — fodt  bzw. ftumdt.
0 0

Umgekehrt stellt die Phasenmodulation eine
Modulationsart dar, bei der die Modulations- ?
spannung #,, unmittelbar die Phaseninderung ¢, #

der Zeitachse cingetragen, die Modulationsfrequenz
fm = 1/T,, zum Vergleich mit der Frequenz f, der
unmodulierten Schwingung auf der Frequenzachse
gekennzeichnet, ferner der Frequenzhub 4/, um den
die Frequenz durch die niederfrequente Spannung U,,
ausgesteuert wird.

Folgt f — f, damit dem Gesetz Af- sinw,?, so ist
nach Gl (3) die gleichzeitig auftretende Phasen-
inderung

Qw= 27:;/(/ — fo)dt = —ZnAwamcoswmt 4)

0

= —A@coswput.

aussteuert:

Py ™~ Uy - )
Hier ist dann die damit verbundene Frequenz- 1
dnderung die sekundire GroBe: F
' fefy= - d9e  dun Jo
" 2mg dr dr

Ob Frequenz- oder Phasenmodulation vorliegt,
148t sich also am Modulationsvorgang erkennen,
Ein weiteres einfaches Unterscheidungsmerk-

mal ist durch den Frequenzgang von Phasenhub
und Frequenzhub mit verinderter Modulations-
frequenz f, gegeben, wenn die Modulation mit
einer rein sinusférmigen Spannung Uny konstanter
Amplitude erfolgt:

1. Bleibt bei Erhéhung von f,, der Frequenz-
hub konstant, so liegt Frequenzmodulation vor.
Der Phasenhub nimmt dabei mit 1//,, ab.

2. Bei Phasenmodulation wird der Phasenhub von
der Héhe der Modulationsfrequenz £, nicht beein-
fluBt, wihrend der Frequenzhub proportional f,, an-
wichst.

Die grofBere technische Bedeutung hat die Fre-
quenzmodulation erlangt?). Es sollen daher im fol-
genden nur die Modulationseigenschaften bei der
Frequenzmodulation verfolgt werden. Dabei soll aber
nicht nur eine rein sinusférmige Modulationsspannung,
sondern als Grenzfall auch eine rechteckig modulierte
Niederfrequenzkurve vorliegen.

Da die Modulationsspannung den Verlauf der
Frequenz prigt, hat bei der Frequenzmodulation die
Kurve fiir f in Abhingigkeit von der Zeit die gleiche
Bedeutung wie die Hiillkurve des zeitlichen Ablaufs
einer amplitudenmodulierten Schwingung.

III. Frequenzhub, Phasenhub und Modulations-
index bei Sinus- und Rechteckmodulation.
Abb. 2, rechts Mitte, stellt den Frequenzverlauf fiir
eine sinusférmige frequenzmodulierte Schwingung dar.
Die Niederfrequenz-Periodendauer T, ist in Richtung

2) Holzler hat nachgewiesen, daf die gréBte Stérver-

minderung nur bei der Frequenzmodulatlon im engeren -

Sinne auftritt.

Abb, 2. Phasenhub, Frequenzhub und Modulatxonsfrequenz links
r

echteckige, rechts sinusférmige Frequenzmodulation.

Die gréBte Phasenschwankung, der Phasenhub 4 ¢,
hat nach Gl. (4) den Wert

A
Aq’:ﬁf" ()

Dieser Zusammenhang zwischen Phasenhub, Fre-
quenzhub und Modulationsfrequenz gilt in der Form
von GI. (5) nur fiir sinusférmige Modulation.

Abb. 2, links, zeigt den Zusammenhang fiir Recht-
eckmodulation. Die rechteckige Modulation bedeu-
tet, da3 wihrend einer halben Modulationsperiode
T,/2 die Frequenz mit f, = f, 4+ A4f konstant ist,
um in der zweiten Hilfte 7,,/2 auf f, = f, — 4} ab-
zusinken. Dem entspricht der geradlinige Phasenver-

. lauf fiir ¢, mit dem Phasenhubd¢. Es ist nach Gl. (3)

T'm/2 " Tmf2 Af
2Ad@p=2a[(f—f) dt=2x /dt_znAj—_“—,
g ma s
ap=22=1,572L. (5a)

Es hat sich gezeigt, daBl 4f/f,,, der auf die Modula-
tionsfrequenz bezogene Frequenzhub, fiir die Stor-
verminderung ausschlaggebend ist. Man nennt 4//f,,
als Kennzeichen der Modulationstiefe den ,,Modu-
lationsindex‘:

Frequenzhub

Modulationsindex = Modulationsfrequenz °
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Bei sinusformiger Modulationsspannung ist nach Gl
(5) der Modulationsindex mit dem Phasenhub iden-
tisch und bekommt so seine anschauliche Bedeutung.
Die rechteckige Modulationskurve fiihrt nach Gl. (5a)
zu dem Ergebnis, daB der Phasenhub dem 1,57fachen
Modulationsindex entspricht.

IV. Pendelzeigerdiagramm der frequenzmodulierten
Schwingung.

Eine sinusférmig amplitudenmodulierte Schwingung

148t sich durch ein einfaches Zeigerdiagramm mit

Zeifachse

Ze/tackhse

Abb. 3. Pendelzeigerdiagramm bei einem Phasenhub 4 ¢ = 2: links Rechteck-,

rechts Sinusmodulation.

3 Schwingungen konstanter Amplitude darstellen und
auf diese Weise graphisch das Frequenzspektrum ge-
winnen. Es liegt nahe, auch die frequenzmodulierte
Schwingung durch das in der Elektrotechnik
iibliche Zeigerdiagramm darzustellen. Hier-
bei erkennt man auch mit einem Blick die
GroBe des Phasenhubes. In Abb. 3 rotiert,
- wie Ublich, die Zeitachse im Uhrzeigersinn
mit der Winkelgeschwindigkeit w,. Die
Frequenzmodulation 148t nun den Zeiger,
der ohne Modulation stillstinde, im Rhyth-
- mus der Modulationsperiode T, pendeln,
und zwar gegeniiber der Mittellage um einen
maximalen Winkel gleich dem Phasenhub
Ag@ nach links und nach rechts. Die Ge-
schwindigkeit, mit welcher der Zeiger hin-
und herpendelt, entspricht dem zeitlichen
Ablauf von de,/d¢ bzw. der Frequenz-
inderung f — f, innerhalb der Modulations-
periode.

In Abb. 3 ist als Startpunkt ¢ = 0 fiir die
Verfolgung einer Modulationsperiode die maximale
Auspendelung nach rechts gewihlt. Der Phasenhub
(s. Abb.3) A¢ = 2 entspricht einem Winkel von 115°,
Bei sinusformiger Modulationskurve muB in der Nihe
des Umkehrpunktes (¢ = 0) die Pendelgeschwindigkeit
sehr klein sein. Da man an dem Kreisbogen, den die
Zeigerspitze zuriicklegt, die Geschwindigkeit nicht
unmittelbar erkennen kann, sind die Punkte, an denen
die Zeigerspitze nach T,/16, T,/8, T,/4 usw. steht,

herausgehoben. Der Hinlauf ist stark, der Riicklauf
schwach ausgezogen. Man erkennt in Abb. 3 links
deutlich an den gleichmiBigen Abstinden die kon-
stante Geschwindigkeit der Phasendrehung bei recht-
eckférmiger Frequenzmodulation. Hier geht der Zei-
ger bei £ = 0 und T,,/2 ruckartig vom Vorlauf zum
Riicklauf tiber. Man sieht auch deutlich in Abb. 3
links und rechts den Unterschied an der Lage des
Zeitpunktes T,,[16.

Zur Kennzeichnung, wie lange eine Modulations-
periode im Verhiltnis zur Zeitdauer der hochfrequen-
ten Schwingung dauert, ist in Abb. 3
noch angedeutet, wie sich wiahrend
dieses Vorgangs der Pendelung die
Zeitachse weiterdreht. Wiahrend diese
zur Zeit 0 mit der senkrechten Mittel-
lage des Zeigers iibereinstimmt, hat
sie nach T,,/16 mehr als eine halbe
Umdrehung zuriickgelegt.

V. Zusammenhang zwischen Pendel-
zeigerdiagramm und Frequenzspek-
_trum.

Das Frequenzspektrum gewinnt man
nach Abb. 4 durch Zerlegung des
pendelnden Zeigers konstanter Am-
plitude in zwei feststehende Zeiger
konstanter Frequenz w,, deren Am-
plitude aber moduliert ist. Dieses Ver-
fahren ist nicht auf kleine Phasenhiibe beschrinkt,
sondern

1. auch bei grofen Hiiben,

2 ih
3 P
g =
° ~—7- ——
§ m
g
= im
22—
Frequenzspekirum WWMUW +4-dg At |

~—A-py-sinayl

Abb. 4, Zerlegung der Frequenzmodulation in zwei amplitudenmodu-
lierte Schwingungen fester Frequenz mit 90° Phasenverschiebung.
Entstehung des Frequenzspektrums bei kleinem Hub (Modulation

sinusformig).

2. bei beliebiger, auch nicht sinusférmiger Modu-
lation anwendbar.

Abb. 4 zeigt, daB der mit dem Phasenwinkel ¢,
pendelnde Zeiger der festen Amplitude A zerlegt ist
in A= A cos@, in Richtung der Mittellage und
A; = Asing,, senkrecht zur Mittellage. Beide Zeiger
A; und A7 behalten fest ihre Lage zur Zeitachse bzw.
zueinander und veridndern ihre Winkellage nicht,
wenn 4 auch mit erheblichem Hub (d¢:>> 1) hin-
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und herpendelt. Das bedeutet aber, daBl 4; und 47
als zwei amplitudenmodulierte Schwingungen der
Frequenz @, zusammen die frequenzmodulierte
Schwingung wiedergeben. Sobald nun 4; und A4
nach Fourier zerlegt sind, ist das Frequenzspektrum
aufgebaut. Das ist besonders leicht bei kleinem Hub
durchzufiihren. :

VI. Frequenzspektrum bei kleinem Hub.

" Um die Zerlegung besonders tibersichtlich zu ma-
chen, ist nun 4; = A4 sing, nach unten projiziert und
fir sinusférmige Schwankung von ¢, in Abb. 4 in
Abhingigkeit von der Zeit ¢ innerhalb einer Mo-
dulationsperiode 7T,, aufgetragen, und A4y =4
- cos@,, nach links projiziert und ebenso iiber ¢ auf-
gezeichnet.

Bei kleinem Hub (49 < 57°) kann mit guter
Niherung Asing, durch 4@, ersetzt werden. Da

2—1,7—‘£ schwankt, bedeutet dies, daB die

Hilllkurve fiir die Hochfrequenz w, einen sinusfér-
migen Verlauf hat (iibermodulierte Schwingung).
Diese Schwingung von der Form A;sinwyt =—A4d¢
« Ccosw,, tsinwgt ist bekanntlich mit der Schwebung
von zwei reinen Sinusschwingungen der Frequenzen
fo—fn und f, + f, identisch. Die Analyse von
A4; liefert benachbart zur Frequenz f, also die
ersten beiden Seitenfrequenzen mit der Amplitude
Adgf2.

Die Projektion der Schwingung Ay = A cosg,, ist
in Abb. 4 Mitte durchgefiihrt. A4} coswyt ergibt, wie
man erkennt, das Bild einer mit 2/, schwach ampli-
tudenmodulierten Schwingung, deren
Trager die Hohe 4 (1 — A¢@?/4) hat, wih-
rend die Seitenschwingungen mit der
Héhe A A¢?/8 im Abstand 2f,, links und
rechts vom Triger f, erscheinen. Die wei-
teren Oberschwingungen von der Gré8en-
ordnung 4 A¢*/n usw. sind wegen ihrer
Geringfiigigkeit vernachlissigt. Sie treten

@, mit — cos

Phasenlage zum Startzeitpunkt (¢ = o) dargestellt.
Die Zeigerspitzen aller Seitenfrequenzen rotieren auf
perspektivisch dargestellten Kreisen, und zwar ober-
halb f, entgegen dem Uhrzeiger, unterhalb von f
rechts herum, wenn man in Richtung der Frequenz-
achse blickt. Nach T,/4 hat sich bei der ersten
Seitenfrequenz die Spitze um einen Viertelkreis weiter-
gedreht. Die Rotationsgeschwindigkeit nimmt mit
dem Abstand von f, linear zu, so dal bei der zweiten
Seitenfrequenz nach T,/4 bereits ein halber Kreis
beschrieben ist (s. Abb. 4).

Ohne die Kennzeichnung der Phasenlage kénnte das
Bild des Frequenzspektrums von Abb. 4 beim Ver-
gleich mit sinusférmiger Amplitudenmodulation zu
der Ansicht verfiithren, daB sich die Spektren bei den
beiden Modulationsarten fiir kleinen Hub (4¢ < 1)
nicht unterscheiden, da links und rechts vom
Trager eine kriftige Seitenschwingung auftaucht. Es
sind aber doch zwei wesentliche Unterschiede vor-
handen:

1. Es treten grundsitzlich weitere Seitenfrequenzen
auf, besonders stark f, 4 27,,

2. steht die Phasenlage der Seitenfrequenzen f, 4- 7,
zum Triger (90°) im Gegensatz zur Phasenlage bei
Amplitudenmodulation. |

Punkt 2. ist der wesentliche.

EinfluBl nicht sinusférmiger Modulation.

In Abb. 5 sind A; und 47 und das Frequenzspek-
trum bei rechteckiger Modulation dargestellt. Im
Vergleich zu Abb. 4 erkennt man, daB bei 4;die Hiill-
kurve als geknickte Gerade verliuft. Aufler den Sei-

im Abstand 4f,, 6/, auf. Allgemein gilt
unabhiingig von der Art der Modulation:
Die Zerlegung von A; = Acosg, in
das Spektrum der einzelnen Frequenzen
liefert die ,,Trigerschwingung‘ der Fre-
quenz f, und simtliche geradzahligen
Seitenfrequenzen im Abstand 2f,, 4/,
usw. Ferner fithrt 4; = 4sing, auf
simtliche ungeradzahligen = Seiten-
frequenzen im Abstand £,,, 3/,, 5/, usw. Die Einzel-
spektren von A; und A7 ergeben damit das voll-
stindige Gesamtspektrum der frequenzmodulierten
Schwingung. '

Das Spektrum ist fiir kleinen Hub bei Sinusmodu-
lation in Abb. 4 links dargestellt. Es weicht etwas von
der {iiblichen Strichdarstellung ab und ist aus dem
Grunde gewihlt, weil ein Strichspektrum ohne
Kennzeichnung der Phasenlage sehr unvollstindig ist.
Die Seitenfrequenzen sind hier in ihrer gegenseitigen

Frequenzspekrrum

Soteln |
Jotn

A0S @y -L0S W2 —

S

Abb. 5. Frequenzspektrum bei Rechteckmodulation mit kleinem Phasenhub.

tenfrequenzen f, 4 £, treten daher hier noch stirkere
3. Seitenfrequenzen f, 4 37, auf. Auch bei 47 (Para-
belbdgen statt Sinuskurve) ist der Oberwellengehalt
reicher. Die Phasenlage unterscheidet sich bei den
ersten, wichtigen Seitenfrequenzen nicht von der
Sinusmodulation.

Als Ergebnis ist festzustellen, dal die rechteckige
Modulation gegeniiber der Sinusmodulation mehr
Bandbreite beansprucht, daB aber bei kleinem Hub
die Frequenzspektren recht dhnlich sind.
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VII. Frequenzspektrum bei grofiem Hub und
Sinusmodulation.

Interessant wird die Verinderung des Spektrums
bei groBem Hub. Das Verfahren zur Ermittlung des
Spektrums bleibt das gleiche. Abb. 6 zeigt ein Bei-

\ 44

Frequenzspektrum %

-4 (Ag) -AJ (Ag) 1% .......
Ao @) -A(. J{v 2
|

1
o
M
[}
1
1
[}
|
l
!

i
@ e
o

St i | 6 0*;%
Sotfn ot

Jo- ‘/fr"n. o2
 SYn S

hilt. Dementsprechend sind bei A = 2 die f, be-
nachbarten ersten Seitenfrequenzen gegeniiber den
anderen ungeraden Seitenfrequenzen sebr stark.
Den Triager und die geraden Seitenfrequenzen er-
gibt nach Kapitel VI die Zerlegung von 4; in Einzel-
schwingungen nach Fourier. Nunist

A} = A cos(— A coswy,t)
identisch mit
Ay = AJ,(4¢) —
— 24 J,(A¢) cos2wp,t +
+ 24 J,(4¢) cosdwpyt .

A{ cosw,t stellt demnach dar:
1. den ,,Triger* mit der Frequenz

—24J; Apr-Avsfpcoswomt] ==
=Adp(4g)

fo und der Stirke A4 ], (49),
2. alle geradzahligen Seitenfrequen-

A

zen, deren Stirke durch die Bessel-

—A.é(d¢)coszwmt = |

Zeigerdiagramm
bei t=0

Apr=-AJ; (A@)cos wp b +AJy(Ag)cos 3wt~ ...

spiel bei Sinusmodulation fiir 4 ¢ = 2 entsprechend
115°.. Bei groBem Phasenhub ist es natiirlich nicht
mehr moéglich, sing, durch ¢, selbst zu ersetzen.
Die Hiillkurve von A; hat die Form

A, = 4 sing, = A sin(— A coswyt).

%J-ﬁn%% PP
l——4f——r——df—J

Bei Agp = ﬁf =24 ist Mittel van A =0

daher kein lrdger vorhanden : Ay = 0
Besonders stark Az

Abb. 7. Frequenzspektrum bei Sinusmodulation

+ AlyAp)eos 4wmt | E' _A-§§ A

4—Asm¢w sinwyt
Ap =Asin [~dg-cos wm t]
Abb. 6. Frequenzspektrum bei Sinusmodulation mit Phasenhub d¢ = 2.

funktion gleicher Ordnungszahl ge-
geben ist.

In Abb. 6 ist das Gesamtspektrum
aus A; und A} gezeichnet. Es sind
ferner fiir den Startzeitpunkt (¢=0)
die einzelnen Zeiger des Spektrums
der Reihe nach wieder amplituden-
und phasenrichtig zusammengesetzt. Es ergibt sich,
worauf Stiblein zuerst hingewiesen hat, eine Art
Spiralendiagramm, bei dem die einzelnen Besselfunk-
tionen, jeweils um 90° im gleichen Sinne gedreht,
einander folgen. Der resultierende Zeiger stimmt
ersichtlich nach Betrag und Rich-
tung mit der Ausgangslage von 4 im
Zéigerdiagramm (Abb. 6 rechts oben)
iiberein.

Am Spektrum sieht man, daB fiir
A = 2 die Trigerschwingung sehr
klein ist im Verhiltnis zur ersten
Seitenschwingung. Das liegt daran,
daB in Abb. 6 Mitte A; unter die
Zeitachse herunterschwingt. Man wird
ohne weiteres erwarten, da bei Stei-
gen des Phasenhubes {ibér 2 hinaus
bis zu einem bestimmten Wert der
Triger ganz verschwindet. Offenbar
ist dies der Fall, wenn die Fliche
unter der Kurve von Af verschwindet

mit 4p=2,4. Triger verschwindet.

Die Fourieranalyse liefert hierfiir
A;=-24 ], (4¢)coswyt+24 J;(A@)cos3wput—-- -+

Die Koeffizienten der cos-Glieder und damit die
Stirke der Seitenschwingungen ungerader Ordnung,
die nach Kapitel VI aus A;sinw,? entstehen, sind
durch Besselfunktionen J,, J,, Js usw. mit dem
Argument A¢ gegeben und damit bekannt.

Fiir das Beispiel 4¢ = 2 erkennt man in Abb. 6
rechts unten unmittelbar, daB A4; besonders stark das
Glied cosw,,? und wesentlich schwicher cos3 w,, ¢ ent-

(s. Abb. 7). Man findet graphisch
dafir 4¢ = 2,4. Rechnerisch folgt
das Verschwinden des Trigers A J,(d¢) aus den
Wurzeln der Besselfunktion O-ter Ordnung

Die Tafel 1 zeigt die ersten Wurzeln.

Tafel 1.
Nr. der Wurzel von J, . 1 2 3 4 5
de . . .. . .. .. 2,40 | 5,52 | 8,65 | 11,79 | 14,93

Das Verschwinden des Trigers ist aus zwei Griinden
interessant. .

Einmal erinnert es an die Trigerfrequenztechnik, bei
der man mit Absicht den-Triger schwicht bzw. unter-
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driickt, um die Energie der Nachricht voll fiir die
Seitenbander zur Verfiigung zu haben.

‘Eine weitere Anwendung finden wir in der MeB-
technik. Die Einstellung eines Empfingers fiir Fre-
quenzmodulation auf verschwindenden Trager ist sehr
scharf und daher als Eichmethode fiir Hubmesser
geeignet. Wenn man den Phasenhub bzw. Frequenz-
hub entsprechend Tafel 1 so einstellt, daB der Trager
verschwindet, wei man, daB der Frequenzhub be-
stimmte Werte durchliuft, die als Eichpunkte zu ver-
werten sind.

In Abb. 7 148t der Verlauf von A ferner erkennen,
daB die Schwingung mit 2f,, stark ausgeprigt ist, d. h.
die Seitenfrequenzen f, -+ 2f, iiberwiegen jetzt im
Spektrum. Allgemein besteht zwischen dem Ver-
schwinden des Trigers und der jeweiligen Lage der
stirksten Seitenschwingungen ein fester Zusammen-
hang. Er ist besonders einleuchtend bei rechteckiger
Modulation.

VIII. Rechteckmodulation bei groSem Phasenhub.

Es besteht die Moglichkeit, die Rechteckmodula-
tion in {iblicher Weise als Summe von Sinusfunktio-
nen auszudriicken und das Spektrum mit Hilfe von
Besselfunktionen darzustellen. Dieser Weg ist um-
stindlich und die numerische Loésung zeitraubend.
Sehr schnell fiihrt dagegen die Analyse von 4; und
die fiir die wichtigsten Spezialfille nicht einmal die
itbliche Integration der Fourieranalyse erfordert, zum
Ziel. AuBer dieser einfachen Ableitung wird noch eine
zweite Darstellung, die als , Tastspektrum‘* bezeich-
net sei, wegen ihrer Anschaulichkeit gebracht.

1. Spektrum von 4; und 4f.

Besonders einfach ist die Ableitung des Spektrums,
wenn der Phasenhub 4 ¢ ganze Vielfache von /2 aus-
macht. Da A = m/2 Af/f, ist, bedeutet dies, daBl
Afffm =1,2,3 ... ist, also ganzzahlig bleibt.

FirAf = {,, bzw. A = m[2 ist in Abb. 8a, rechts,
das Pendelzeigerdiagramm mit 4; und 47 angedeutet.
Wie man sieht, ist A; besonders einfach, eine Zer-
legung also nicht notwendig. A; ergibt als Beitrag
fiir das Spektrum unmittelbar die ersten Seiten-
frequenzen f, 4 f,, mit der Amplitude 4/2. Weitere
ungerade Seitenfrequenzen sind nicht vorhanden.

Fiir 4¢ zeigt sich das Bild einer Sinusschwingung,
die nach T,,/2 einen Phasensprung von 180° erfahrt.
Anstatt diese Kurve nach Fourier zu analysieren,
kann man sie aus einer reinen Sinusschwingung der
Form —A sinw,,¢ durch eine Rechteckkurve kommu-
tiert denken. Also ist

. 4 (.
Al = Asinwy,!? - (smwmt + —13— sin3 wy,t +

1 .
+?smSwmt+ )

=A312'_A (1130052w t—|——cos4a)mt+

al-p

+ 5. 7cos6wmt+ )

Man kennt damit den Triger und alle geraden Seiten-
frequenzen in ihrer Stirke (Abb. 8a). Es ist zu beach-
ten, daf} wegen der Zusammensetzung von Ajsinw,?
und A7 cosw,yt zum gesamten Spektrum die stirkste
Seitenfrequenz f, 4+ f,, gegeniiber den anderen Schwin-
gungen um 90° phasenverschoben ist.

vy

4=

| !
] ! |
1} n |
o0 | B
A RN U A R VA | 3 73
- Af=3fnAf 3
: n I1 i
2 i I i ! il .
I B A T VN E B PR ;é]3| 56 7 4 9
PAE A
e '} A¢=52 :
I n | I{

i (I N 1
G A T L e e ]7}*7[2[3[#]5 5l 78] 3l
Af=8fim—t—A =45
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i Ap=sF 1,
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I A A U IV U N I B B B
A= 6fm, . Af=6fm;

Abb. 8. Frequenzspektren bei Rechteckmodulation fiir klei-
nen und groBen Phasenhub.

Fiir Af = 2f,, bzw. Ap = n zeigt Abb. 8b rechts,
dafl nunmehr A =—4 cos2w,,¢ besonders einfach
erscheint. Im Spektrum treten auBer f, -+ 2/, mit
der Amplitude A2 keine weiteren geradzahligen
Seitenschwingungen auf. Auch ist kein Triger
vorhanden (entsprechend der Sinusmodulation fiir
Ap = 2,4).

Fiir A; zeigt sich das Bild einer Sinusschwin-
gung, die nach T,/2 einen Phasensprung um 180°
erfiahrt,
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So ist
A, = —Asin Zw,,,t%(sinwmt + ; sinj w, ¢ +
+ -;—sinSa)mt + )
— 44 =
A p [ T 3coswmt+ cos3wmt+ 7cosSwmt+
—-cos7w.m ]

Damit ist die Fourierzerlegung von A4; durchgefiihrt
und in ihrem gesetzmiBigen Aufbau erkannt. Man
kennt damit alle ungeraden Seitenfrequenzen, die A;
liefert, in ihrer Stirke. Abb. 8b zeigt das Gesamt-
spektrum durch Vereinigung von 4; und 4;. Auch
hier ist die stirkste Seitenfrequenz bei f, + 2f,, um
90° in der Phase gegeniiber den anderen Frequenzen
verschoben,

In Abb. 8c¢ rechts oben sieht man, da8 fir Af =3/,
jetzt A; die besonders einfache Form +A4 cos3w,t
annimmt. Andere ungerade Seitenfrequenzen als
fo =+ 3/, konnen also nicht im Spektrum auftreten. —
Man sieht in Abb. 8¢ rechts oben weiter, daB A7
wieder als kommutierte Sinuskurve leicht zu analy-
sieren ist. Es ergibt sich

Ay = A - — —|— A — X
3
—1-5
Jetzt ist also zusammen mit einer Relhe von geraden
Seitenfrequenzen fy + 2f,, fo &= 4f, usw. wieder ein
» Irdger bei f, vorhanden. Er ist aber
verhiltnismiBig klein (21% von 4). Es }-

X

cos 2a)mt+ — cos4wmt+ = cos6comt+ ]

Tafel 2. Aussteuerung und Lage der starksten Seiten-
schwingung. Verschwinden des Tragers.

Sinusmodulation Rechteckmodulation
Trager ver- Starkere Seiten- Triger ver- Starkste Seiten-
schwindet bei schwingung bei schwindet bei schwingung bei
d¢ bzw. f etwa Ad¢ bzw. f etwa
24 24 fu| fod 2/a o 2fm fok 2/,
5.5 515 fm fo:t 4fm 2n 4fm fo:':4fm
8.65 8:65fm fo:t 7fm 3n 6’1» joiefm
11,8 11,8 f, fot+1071, 4n 81 fot8/7n

eine bestimmte Seitenschwingung besonders stark
auftritt. Tafel 2 zeigt, wie bei Rechteckmodulation
der Triger fiir geradzahligen Frequenzhub verschwin-
det und z. B. bei f = 6f,, auch f, 4 6/, die Spitze des
Frequenzspektrums bildet. Bei Sinusmodulation ist
nach Tafel 2 ein groBerer Frequenzhub bzw. kleinerer
Phasenhub notwendig, um den Triger zum Verschwin-
den zu bringen. Die stirkste Seitenfrequenz wandert
auch bei Sinusmodulation mit dem Frequenzhub aus,
bleibt aber um 0,5 bis 1/, hinter 4f zuriick. Das
tibersichtliche Verhalten bei Rechteckmodulation,
wo die stirkste Seitenschwingung unmittelbar vom
Frequenzhub 4 mitgezogen wird, ist nach der folgen-
den Theorie des ,, Tastspektrums‘* ohne weiteres ver-
standlich.

2. Das Tastspektrum.

Die Theorie des Tastspektrums soll an Abb. 9 ent-
wickelt werden. Hier ist in Abb. 9a in Wiederholung
von Abb. 2 die Frequenz mit dem Frequenzhub A4f
abhingig von der Zeit ¢ aufgetragen. Dem entspricht

fallt im Spektrum Abb. 8¢ auf, daB hier 70
fir Af/f, = 3 auch die 3. Seitenfrequenz

die stirkste ist. : a

Dieses Gesetz gilt fiir Rechteckmodu-

lation allgemein. Man kann an Hand

Abb. 8a...f folgende Regeln ableiten:
1. Ist der Modulationsindex A4 f/[f,,=m,

so tritt im Spektrum fy + mf, = fy + 4}

als stiarkste Seitenfrequenz mit der Am-
plitude A4/2 auf.

2. Ist der Modulationsindex m = A//f,,
geradzahlig, so fehlt der , Trager®.

3. Bei ungeradem m ist der Triger um
so kleiner, je hoher m wird. Er betragt
dann nur wenige Prozent der stirksten
Seitenschwingung. )

Die Ergebnisse 2. und 3. zeigen, daB
dem Triger bei rechteckiger Frequenz-
modulation keine grofle Bedeutung zu-
kommt. Diese Auffassung wird gestiitzt
durch die im niachsten Abschnitt beschrie-
bene Theorie des Tastspektrums. Vorher soll noch
die fiir Rechteckmodulation abgeleitete Regel 1 und
2 in Tafel 2 der Sinusmodulation gegeniibergestellt
werden.

Es war schon bei der Sinusmodulation mit gro8em
Hub angedeutet, da bei verschwindendem Triger

2 [

Abb. 9. Entstehung des Frequenzspektrums bei Rechteckmodulation aus
dem Tastspektrum.

in Abb. 9b die einfache Darstellung der Schwingung
selbst. Die Schwingungsziige mit der Amplitude 4
folgen wihrend der ersten Halbperiode dicht aufein-
ander, wihrend der zweiten weniger dicht. -

Es liegt nun nahe, sich vorzustellen, daB die fre-
quenzmodulierte Schwingung aus zwei wechselzeitig
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,hart -getasteten Schwingungen der Frequenzen
h=1Fl +A4f und f,=/f, — Af besteht. Abb. 9c
gibt die Tastung von f; und Abb. 9d links die Tastung
von f, wieder, '

Der Vorteil dieser Auffassung besteht darin, daf
das Spektrum dieser hart getasteten Zeichen alt-
bekannt ist. Ferner ist nach dieser Betrachtung klar,
daB bei Tastung von f, vorwiegend f, vorhanden sein
mul und.ebenso bei Tastung von f, eben f, als Fre-
quenz der stirksten Schwingung auftritt. Die ,, Triger-

die Zeitachse gerichtet, so daf es nun méglich ist, in
einer Darstellung die Modulationskurve (Frequenz f
als Funktion der Zeit) und das Spektrum zu ver-
einen. Wie man sieht, ist es lediglich notwendig,
von der Modulationskurve ausgehend, bei 7, und f,
die Spektren einzuzeichnen und phasenrichtig zu
iiberlagern.

Besonders gut erkennt man die bei dem Frequenz-
hub benétigte Bandbreite. Das Spektrum erstreckt
sich weit iiber 24 f nach links und rechts. Einigt man
sich zur praktischen Definition der Band-
breite darauf, die Seitenschwingung noch
mitzuzdhlen, die 10% der Amplitude 4
ausmacht?), so ist die Bandbreite

Bsp = 2(Af + 3fm.) = ZAf + 6fm-

Um zu beweisen, daB dieses Verfahren

:‘_B‘flf 2(4f+8fm ) — | | f}fep . |
| | ! I
| 4 [ w Il \¢ |
”\\ |37T I /n Iy '\ |

1 \ﬁ\h| -1 ![! -2

B 5tPn  EYm Bhbh S

l S— / S —
P o AY W

47

N
5
|
N1

»

<= chasal ghid

Aot | spn Af<f

Abb. 10. Tastspektrum bei groem und kleinem Frequenzhub.

frequenz“ f, hat danach nur die Bedeutung eines
Mittelwertes von f; und f,. Ob bei f, eine Amplitude
auftritt, hingt davon ab, ob Seitenfrequenzen von
7, und £, zufillig auf £, fallen. So kann man die Be-
hauptung aufstellen: :

Die ,,Trigeramplitude“ entsteht als Uberlagerung
der Seitenfrequenzen von f; und f,. Haben f, und f,
keine Seitenfrequenz bei fy, so ist auch kein , Trager*
vorhanden.

Das Spektrum, das zu f, gehért, ist in Abb. 9c
rechts eingezeichnet. Es klingt wie die Hyperbel
1/a - {,, ab, wenn man sich um a . f,, von f, nach links
und rechts entfernt. Das Spektrum enthilt um f,
herum grundsitzlich nur ungerade Seitenfrequen-
zen. Wie man durch Vergleich mit Abb. 8 leicht fest-
stellen kann, liefert fiir ganzzahlige Werte Af/f,, das
aus A4; und A; gebildete Spektrum das gleiche Er-
gebnis,

Auch die Phasenlage ist in Abb. 9 die gleiche wie
in Abb. 8. Die rechts von /, liegenden Frequenzen
sind ausgezogen gezeichnet, sie haben das gleiche po-
sitive Vorzeichen. Links von f, sind die Seitenfrequen-
zen alle negativ und deshalb gestrichelt dargestellt.

Um das Gesamtspektrum zu gewinnen, braucht
man nur noch das f, benachbarte Spektrum (Abb. 9
unten rechts) mit dem Spektrum von f, zusammen zu
schieben.

Das ist in Abb. 10 links geschehen. In dieser Dar-
stellung ist senkrecht zur Frequenzachse nach unten

— des Tastspektrums auch bei kleinem Hub
keine widersprechenden Ergebnisse liefert,
ist in Abb. 10 rechts fiir 4/=/,, das Spek-
trum durch Uberlagerung wie in Abb. 10
links gewonnen. Auch hier erkennt man,
daB eigentlich f; und j, die Hauptfre-
quenzen sind und der , Triger’ nur durch
Addition der beiden starken ersten Seiten-
frequenzen zu groferer Hohe anwichst.
So entsteht wieder das bei kleinem
Frequenzhub bekannte Bild des von /,
aus nach beiden Seiten abklingenden
Spektrums.

Es ist jetzt nur noch die eine Frage zu kliren, ob
das Tastspektrum richtig bleibt, wenn der Modu-
lationsindex Af/f,, keine ganze Zahl ausmacht. Dann
wiirden nach der Anschauung der ineinandergescho-
benen Tastspektren ({(bei Rechteckmodulation) die
einzelnen Frequenzen nicht im Abstand der Mo-
dulationsfrequenz f, aufeinander folgen. Das ist
natiirlich nicht méglich, wie auch die Analyse von 4;
und Af zeigt.

Die Losung dieses Widerspruchs liegt darin, dag die
Tastspektren im allgemeinen die Hiillkurven fiir das
Spektrum liefern. Die Seitenfrequenzen verteilen sich
um f, entsprechend f, +a-/,, auch wenn A4f/f,
keine ganze Zahl ist.

IX. Bandbreite des Spektrums bei Rechteck- und
Sinusmodulation.

In Abb. 11 ist fiir einen Modulationsindex 6 das
Spektrum fiir Sinusmodulation eingezeichnet, wie es
die Besselfunktionen J,(6), J,(6), [4(6) usw. er-
geben, Die im vorigen Abschnitt entwickelte Theorie
des Tastspektrums wiirde fiir Sinusmodulation eine
Aufspaltung in eine gréBere Zahl von Einzelimpulsen
und die Uberlagerung der zugehorigen Tastspektren
erfordern. Das wire sehr umstindlich.

Das Tastspektrum liefert aber eine anschauliche
Ableitung der Bandbreite auch fiir Sinusmodulation. .

3) Nicht ganz zutreffend wird 4 auch als ,,unmodulier- -
ter Triger'‘ bezeichnet.
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Ersetzt man, wie in Abb. 11 gezeichnet, den Sinus-
bogen durch die strichpunktierte Trapezkurve, so ist
leicht abzuleiten, daB3 die erste auBerhalb des durch
A} ausgesteuerten Frequenzbereichs liegende Seiten-
schwingung (bei f, + 4f + f,) die Stirke 4 - T,/T,,
= 0,12 4 hat. Es fillt auf, daB3 dieser Wert nicht vom

Abb. 11. Spektrum und Frequenzhub bei Sinusmodulation.

Modulationsindex abhéngt. Priift man nun den Zah-
lenwert der Besselfunktion [,.,(p) bei verschie-
denem $ nach, so erhilt man tatsichlich Werte, die
nur zwischen 0,11 und 0,13 schwanken, wenn $ zwi-
schen 1 und 20 verindert wird. Damit ist nach-
gewiesen, dafB die Bandbreite bei Sinusmodulation

7
. /
% / 7 -
2(AF+3h,) ng’ //
72 Jn o
» "3(4f*f/n)
t 0 ‘ —t T
B g d
” A 2Af
/ =
é m
L /
_ /
2 %
/
g 7 2 3 5 6 4 8

4
J.éf—->
m.
Abb. 12. Bandbreite bei Rechteck- und Sinusmodulation,

durch Frequenzhub A4f 4 Modulationsfrequenz f,
bestimmt ist. Byn = 2(4f + 1,).

Die Exgebnisse fiir Rechteck- und Sinusmodulation
sind in Abb. 12 vergleichsweise aufgetragen.

X. Unsymmetrisches Spektrum bei unsymmetrischer
Modulationskurve.

Zum Schiufl soll noch eine Frage gestreift werden,

die von Vellat4) rein mathematisch behandelt wurde.

4) T.Vellat, ENT _18, 149 (1941), ,,Beitrag zur Theorie
der Seitenbinder bei Frequenzmodulation®.

Es bandelt sich um die merkwiirdige Tatsache, daB
bei Frequenzmodulation ein zu f; unsymmetrisches
Spektrum vorkommen kann. Bei Amplitudenmodu-
lation ist dies nicht méglich, auch wenn die Modula-
tionskurve einen noch so unregelmiBigen Verlauf hat.
Vellat vermift einen anschaulichen Nachweis fiir die
Bedingung, unter der das Spektrum unsymmetrisch
wird. Dieser kann mittels des Tastspektrums leicht
gegeben werden. In Abb. 13 ist eine Modulations-
kurve gezeichnet, die zur Zeitachse unsymmetrisch
verlduft. Innerhalb einer Modulationsperiode T,, hat
die Frequenz zunichst den Wert f,, dann den Wert f,,
danach fy — f,, und zum SchluB wieder f,. Uber der
Modulationskurve kann man sofort niherungsweise
das Frequenzspektrum auftragen. Es ist stark un-
symmetrisch, wie man sieht.

Die Bedingung, die erfiillt sein mu3, um ein symme-
trisches Spektrum zu erhalten, hat Vellat ,,Radial-

M
/1

\

o 7 *
A Tbert b
Y/ S f—

Abb. 13. Unsymmetrie des Spektrums bei unsymmetrischer
Modulationskurve. ’

symmetrie” genannt. Es muB innerhalb der Modu-
lationsperiode ein Punkt auf der Zeitachse existieren,
von dem aus man nach beiden Seiten mit gleichen

- Radien 7 die Modulationskurve erreicht, wie es in

Abb. 13 links zu sehen ist. Man kann auch sagen,
dafBl die Modulationskurve im Punkte T,/2 zu Zeit-
und Frequenzachse symmetrisch sein mu3, wenn das
Frequenzspektrum symmetrisches Aussehen haben
soll. Diese Bedingung geht aus Abb. 13 unmittelbar
anschaulich hervor.

XI. Zusammenfassung.

Nachdem die Beziehungen zwischen Phaseninde-
rung und Frequenzinderung in allgemeiner Form und
fiir die Sonderfille der sinusférmigen und recht-
eckigen Modulationskurve gezeigt sind, wird der tech-
nische Unterschied zwischen ,,Frequenzmodulation
und ,,Phasenmodulation’ erlautert.” Bei der Fre-
quenzmodulation in technischem Sinne hat der Ver-.
lauf der Frequenz in Abhingigkeit von der Zeit die
gleiche Bedeutung wie die Hiillkurve bei der Ampli-
tudenmodulation. '

Pendelzeigerdiagramme fiir kleinen und grofien
Phasenhub gestatten es, durch Zerlegung in zwei
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amplitudenmodulierte Schwingungen A4; und A7 das
Frequenzspektrum bei beliebiger Modulationskurve
aufzustellen. Die Frequenzspektren der Sinusmodu-
lation und Rechteckmodulation werden untersucht,
wobei sich fiir Rechteckmodulation besonders iiber-
sichtliche Beziehungen zwischen der Lage der stirk-
sten Seitenschwingung in Abhingigkeit vom Frequenz-
hub ergeben. Die Bedingungen fiir das Verschwinden
der Trigerschwingung f, werden anschaulich ab-
geleitet.

- Fiir Rechteckmodulation wird auBerdem nach der
Vorstellung wechselzeitiger Tastung der héchsten und
niedrigsten Frequenz das Frequenzspektrum aus der
Uberlagerung von zwei bekannten Tastspektren her-
geleitet und daraus als Folgerung die Bandbreite fiir
Rechteck- und Sinusmodulation gewonnen. Eine an-
schauliche Darstellung, wie ein zu f, unsymmetrisches
Spektrum zustande kommt, beschlieBt die Einfiihrung
in die Frequenzmodulation.

(Eingegangen am 23. Dezember 1942.)





